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El presente trabajo consiste en el estudio de la evolucio´n de los niveles de ozono en la estratos-
fera y en la troposfera mediante una metodolog´ıa basada en la teor´ıa de sistema dina´micos. Se
elaboran las herramientas informa´ticas necesarias, prestando especial atencio´n a las soluciones
perio´dicas de los modelos matema´ticos que describen el feno´meno.
El primer cap´ıtulo formal de la memoria (cap´ıtulo 3) introduce el contexto de la qu´ımica
atmosfe´rica y en e´l se discute el papel que juega el ozono tanto en la troposfera como en la
estratosfera. Por supuesto, se tratan tambie´n los procesos qu´ımicos y f´ısicos que regulan el com-
portamiento de la atmo´sfera.
En el cap´ıtulo 4 se presentan modelos matema´ticos que describen los dos tipos de contex-
tos estudiados. En primer lugar se presenta el modelo estratosfe´rico elaborado para considerar,
adema´s de la evolucio´n de las sustancias, la absorcio´n de radiacio´n solar por parte de las especies
fotoqu´ımicas (como por ejemplo el ozono). Tambie´n se presentan modelos simplificados de la
qu´ımica troposfe´rica que han sido estudiados por distintos autores para su posterior ana´lisis
cuantitativo y cualitativo.
Los fundamentos ba´sicos de la teor´ıa cualitativa de ecuaciones diferenciales no se presentan
hasta el cap´ıtulo 5. Se indica cua´ndo el ana´lisis lineal es suficiente para extraer conclusiones
sobre la dina´mica del sistema y se motiva la introduccio´n de conceptos como variedades inva-
riantes o las formas normales. Se finaliza el cap´ıtulo dando algunas nociones sobre el concepto
de bifurcacio´n y cua´ndo este feno´meno puede tener lugar.
En el cap´ıtulo 6 se describen las herramientas informa´ticas elaboradas para llevar a cabo
el estudio. Se dedica atencio´n a presentar los fundamentos en los que se basan las rutinas de
manipulacio´n algebraica.
El cap´ıtulo 7 se dedica ı´ntegramente a la presentacio´n de resultados y al ana´lisis de los mode-
los, ilustrando co´mo la teor´ıa cualitativa es una herramienta muy importante para caracterizar
el comportamiento de las soluciones.
Debido al cara´cter multidisciplinar de este proyecto, se ha decidido incluir en diversos
ape´ndices una discusio´n de los conceptos teo´ricos involucrados en el trabajo. El ape´ndice A
contiene una breve exposicio´n de los conceptos de cine´tica qu´ımica. Los ape´ndices B y C recogen
un tratamiento ma´s riguroso de algunos aspectos de la teor´ıa de sistemas dina´micos. El ape´ndice
D contiene la evaluacio´n econo´mica. En el ape´ndice E se discuten todos los me´todos nume´ri-
cos utilizados en este proyecto. Finalmente, el resto de ape´ndices incluyen los datos emp´ıricos






I´ndice de figuras 7
I´ndice de tablas 9
1. Prefacio 11
1.1. Origen del proyecto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2. Motivacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3. Requisitos previos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2. Introduccio´n 13
3. Planteamiento del problema 15
3.1. Estructura y cambios de la atmo´sfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2. Ozono estratosfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.1. Papel del ozono estratosfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.2. La disminucio´n del O3 estratosfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.3. Qu´ımica estratosfe´rica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3. Ozono troposfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3.1. Estructura de la troposfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3.2. Papel del ozono troposfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3.3. Qu´ımica troposfe´rica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4. Descripcio´n de los modelos estudiados 31
4.1. Modelo para la estratosfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2. Modelos para la troposfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.2.1. Comentarios Generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.2.2. Modelo de Stewart, 1995 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2.3. Modelo de Poppe y Lustfeld, 1996 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2.4. Modelo de Hess y Madronich, 1997 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2.5. Modelo de Krol y Poppe, 1998 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2.6. Modelo de Field y Kalachev, 2001 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2.7. Notacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5. Metodolog´ıa basada en la teor´ıa cualitativa 39
5.1. Comentarios preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.2. Ana´lisis Lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.3. Reduccio´n a la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
5.4. Formas normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.5. Ca´lculo de la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.6. Estudio de bifurcaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.6.1. Silla-nodo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.6.2. Transcr´ıtica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.6.3. Horquilla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4 Memoria
5.6.4. Hoft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6. Herramientas informa´ticas 51
6.1. La aplicacio´n KINDYNO3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.1.1. Ficheros de Ozono Estratofe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.1.2. Estudio de Ozono Estratofe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
6.1.3. Ozono Troposfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
6.1.4. Mecanismo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
6.2. Fundamento del manipulador algebraico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.2.1. Motivacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.2.2. Paquetes de sofware comerciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.2.3. Almacenaje y recuperacio´n de monomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.3. Operaciones con polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
6.3.1. Polinomios homoge´neos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.3.2. Polinomios no homoge´neos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.4. Ca´lculo de la Forma Normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.4.1. Consideraciones previas al problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.4.2. Algoritmo de Reduccio´n a la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . 62
6.4.3. Algoritmo de Forma Normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
7. Resultados del estudio de los modelos 65
7.1. Estudio de la Estratosfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
7.2. Estudio de la Troposfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
7.2.1. Modelo de Stewart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
7.2.2. Modelo de Poppe y Lustfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.2.3. Modelo de Hess y Madronich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.2.4. Modelo de Krol y Poppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.2.5. Modelo de Field y Kalachev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7.3. Reduccio´n a la Variedad Central y Formas Normales . . . . . . . . . . . . . . . . 77




A. Fundamentos de cine´tica qu´ımica 3
A.1. Reacciones Elementales y complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
A.2. La Ley de Accio´n de Masas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
A.3. Aproximacio´n cine´tica al equilibrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
A.4. Reacciones de asociacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
A.5. Fotoqu´ımica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
A.5.1. Absorcio´n y emisio´n de radiacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
A.5.2. Radiacio´n Solar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
A.5.3. Procesos Fotof´ısicos y Fotoqu´ımicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
A.5.4. Cine´tica de las reacciones fotoqu´ımicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
Memoria 5
B. Teor´ıa ba´sica de ana´lisis de sistemas dina´micos 15
B.1. Conceptos y resultados previos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
B.2. Existencia y unicidad de soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
B.3. Puntos fijos o de equilibrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
B.4. El Sistema Lineal x˙ = Ax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
B.5. El Sistema No Lineal x˙ = f(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
B.5.1. Sistemas continuos (flujos) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
B.5.2. Sistemas discretos (mapas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
B.6. Teorema de Hartman-Grobman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
B.6.1. Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos . . . . . . . . . . . . 25
B.6.2. Teorema de Hartman-Grobman para flujos . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
B.7. Teorema de la Variedad Estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
B.8. Orbitas cerradas y seccio´n de Poincare´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
C. Teorema de la Variedad Central 33
C.1. Existencia de la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
C.2. Reduccio´n a la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
C.3. Aproximacio´n de la Variedad Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
D. Evaluacio´n econo´mica del proyecto 43
E. Me´todos nume´ricos 45
E.1. Interpolacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
E.1.1. Interpolacio´n polinomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
E.1.2. Interpolacio´n racional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
E.1.3. Interpolacio´n por cubic splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
E.2. Sistemas lineales de ecuaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
E.2.1. Descomposicio´n LU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
E.2.2. Eliminacio´n gaussiana mediante pivotaje parcial escalonado . . . . . . . . 51
E.2.3. Aplicaciones de la descomposicio´n LU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
E.2.4. Descomposicio´n QR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
E.2.5. Algoritmo de Gramm-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
E.2.6. Rotaciones planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
E.3. Integracio´n de sistemas de ecuaciones diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
E.3.1. Me´todo de Runge-Kutta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
E.4. Ceros de funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
E.4.1. Me´todo de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
E.5. Valores y vectores propios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
E.5.1. Valores propios. Me´todo QR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
E.5.2. Primera aproximacio´n de vectores propios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
E.5.3. Me´todo de la potencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
E.5.4. Me´todo de la potencia para complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
F. Datos atmosfe´ricos, cine´ticos y fotoqu´ımicos 77
6 Memoria
G. Ejemplo de archivos de entrada de datos 91
G.1. Modelo de la Estratosfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
G.1.1. Archivo Principal: foto.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
G.1.2. Archivo de datos cine´ticos: kin.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
G.1.3. Archivo de particio´n de la estratosfera: grid.txt . . . . . . . . . . . . . . . 93
G.1.4. Archivo del perfil de temperatura: temp.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
G.1.5. Archivo de condiciones iniciales: init.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
G.1.6. Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reacO2.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
G.1.7. Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reacO3.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
G.1.8. Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reacHNO3.txt . . . . . . . . . . . . . . . . 103
G.1.9. Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reacNO2.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
G.1.10.Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reac31D.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
G.1.11.Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reac CF2.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
G.1.12.Archivo reaccio´n fotoqu´ımica: reac CF.txt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
G.2. Mecanismo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
H. Archivos obtenidos como output 123
H.1. Output del modelo estratosfe´rico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
H.2. Fichero obtenido de la reduccio´n a la VC - FN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
Memoria 7
I´ndice de figuras
1. Perfil t´ıpico de temperatura en la atmo´sfera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2. Balance global de energ´ıa de la Tierra y la atmo´sfera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3. Perfiles de concentracio´n de O3 en el Anta´rtico en 1987. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4. Representacio´n esquema´tica de la teor´ıa de Molina y Rowland. . . . . . . . . . . . . . 20
5. Medidas realizadas entre 1985 y 1992 muestran que las emisiones antropoge´nicas de com-
puestos clorados en la atmo´sfera superaban las emisiones naturales. . . . . . . . . . . . 20
6. Si se hubiera mantenido el uso de CFC’s, se prevee que el contenido de cloro en la
estratosfera se hubiera triplicado para el 2050. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
7. Esquema del mecanismo de Chapman. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
8. Esquema del sistema Cl-ClO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
9. Esquema de las reacciones de los ciclos de Cl y NOx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
10. Valores medios de produccio´n y pe´rdida de Ox. Se muestra la participacio´n de diferentes
ciclos catal´ıticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
11. Fraccio´n de pe´rdida de Ox para algunas familias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
12. Esquema de las reacciones incluidas en los modelos troposfe´ricos considerados. . . . . . 34
13. Visualizacio´n de los teoremas de Hartman-Grobman y de la Variedad Estable . . . . . . 40
14. Atraccio´n de las soluciones por la variedad central. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
15. Ejemplo de diagrama de bifurcacio´n para fµ(x) = µx− x3. . . . . . . . . . . . . . . . 46
16. Bifurcacio´n silla-nodo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
17. Bifurcacio´n transcr´ıtica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
18. Bifurcacio´n de horquilla. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
19. Bifurcacio´n de Hopf. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
20. Aparicio´n de una o´rbita periodica debido al cambio de estabilidad de un foco. . . . . . . 49
21. Perfiles de concentracio´n de las especies Ox tras 1 minuto junto con los tomados de [6], (0). 65
22. Perfiles de concentracio´n de HOx (izquierda) y Clx (derecha) tras 1 minuto junto con los
tomados de [6], (0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
23. Perfiles de concentracio´n de NOx tras 1 minuto junto con los tomados de [6], (0). . . . . 66
24. Flujo solar en funcio´n de la longitud de onda para distintas alturas. A la izquierda se
consideran las concentraciones de [6] y a la derecha las consecuencias de una pe´rdida del
90% en la columna de ozono. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
25. Porcentaje de absorcio´n total y por niveles para los casos de la figura 24. . . . . . . . . 67
26. Evolucio´n de las concentraciones para FCO = 6.84 · 105 moleculas cm3 s−1 y FNO =
3.42 · 105 moleculas cm3 s−1 (izquierda) o FNO = 6.84 · 106 moleculas cm3 s−1 (derecha). 69
27. Transicio´n entre los estados de bajo y alto NOx. • indica equilibrio estable y ◦ equilibrio
inestable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
28. Diagrama de estabilidad. En la leyenda se indica por s o u la estabilidad o inestabilidad
del equilibrio seguido del nu´mero de puntos de equilibrio con esta estabilidad. . . . . . . 70
29. Evolucio´n temporal de las concentraciones para FCO = 1.3 · 106 moleculas cm3 s−1 y
FNO = 1 · 106 moleculas cm3 s−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
30. Evolucio´n de las concentraciones de CO (izquierda) y O3 (derecha) para FCO = 1.3 · 106
y los distintos valores de FNO indicados en la leyenda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
31. Diagrama de estabilidad. La leyenda indica el tipo de equilibrio. La primera letra es r si
todos los valores propios son reales o c si existen valores propios complejos. La segunda
letra es s (estable) o i (inestable). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
32. Evolucio´n de las concentraciones de CO y O3 para FNO = 15000, FNO = 25000, FNO =
35000 y FNO = 45000, de izquierda a derecha y de arriba a abajo. . . . . . . . . . . . . 74
8 Memoria
33. Evolucio´n de las concentraciones de CO y O3 para FNO = 55000, FNO = 68000, FNO =
75000 y FNO = 85000, de izquierda a derecha y de arriba a abajo. . . . . . . . . . . . . 75
34. Separacio´n de las soluciones para condiciones iniciales separadas en 1 ·10−6. tras integrar
108 segundos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
35. Proyeccio´n de las o´rbitas para FNO = 25000, FNO = 35000, FNO = 55000 y FNO = 68000. 76
36. Proyeccio´n de las o´rbitas para FNO = 75000 y FNO = 85000. . . . . . . . . . . . . . . . 77
37. Perturbacio´n perio´dica de un equilibrio hiperbo´lico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
38. Perturbacio´n perio´dica de una o´rbita perio´dica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
39. Diagrama del espectro electromagne´tico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
40. Modos vibracionales del CO2. ν1 es inactivo, mientas que ν2 y ν3 son activos en IR. . . . 11
41. Flujo solar en la atmo´sfera en funcio´n de la longitud de onda para distintas alturas. . . . 12
42. Ilustracio´n de los procesos fotof´ısicos y fotoqu´ımicos que pueden tener lugar tras la ex-
citacio´n electro´nica de una mole´cula. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
43. Seccio´n de Poincare´ para una o´rbita perio´dica mostrando las variedades W s y Wu. . . . 32
44. Diferentes casos de interpolacio´n. Se aprecia el error que puede cometerse si el compor-
tamiento de la funcio´n esta´ lejos de ser polino´mico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
45. Solucio´n real frente a solucio´n nume´rica. Dependencia del error local respecto al paso de
integracio´n h. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
46. Perfiles de concentracio´n de la tabla 15. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
47. Perfiles de concentracio´n de la tabla 16. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
48. Perfiles de concentracio´n de la tabla 17. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
49. Perfiles de concentracio´n de la tabla 18. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
50. Perfiles de concentracio´n de la tabla 19. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
51. Perfiles de concentracio´n de la tabla 20. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
Memoria 9
I´ndice de tablas
1. Principales gases traza y feno´menos relacionados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2. Conjunto de reacciones qu´ımicas seleccionadas para el modelo estratosfe´rico. . . . . . . . . . 32
3. Datos necesarios como condiciones iniciales que deben introducirse para cada uno de los m
niveles, considerando σ sustancias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4. Datos fotoqu´ımicos que deben introducirse para distintas longitudes de onda, considerando np
reacciones fotoqu´ımicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5. Constantes cine´ticas que deben introducirse para nq reacciones qu´ımicas. . . . . . . . . . . . 33
6. Output obtenido transcurrido un instante de tiempo t. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
7. Modelo de Stewart, R.W [52]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
8. Modelo de Poppe, D. [39]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
9. Modelo de Hess, P.G. y Madronich S. [24]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
10. Modelo de Krol, M.C. y Poppe, D. [31]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
11. Modelo de Field, R.J. y Kalachev, L.V [26]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
12. Conjunto de reacciones qu´ımicas calculadas con el modelo estratosfe´rico para 10 km. . . . . . 68
13. Valores propios para la parte lineal del sistema (7.3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
14. Perfiles de temperatura, presio´n y densidad del aire con la altura. . . . . . . . . . . . . . . 77
15. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies N2O, CH4, CO y H2O. . . . . . . . . . . . . 78
16. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies O(1D), O(3P ) y O3. . . . . . . . . . . . . . 79
17. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies H2O2, OH, HO2 y H . . . . . . . . . . . . . 80
18. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies NO(y), HNO3, N2O5, NO2, NO, HNO4 y N. . . 81
19. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies CCl4, CFCl3, CF2Cl2, CH3CCl3, CH3Cl y Clx. . 82
20. Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies Cl, ClO, HCl, ClONO2 y HOCl. . . . . . . . . 83
21. Flujo solar recibido por la estratosfera para distintas longitudes de onda. . . . . . . . . . . . 84
22. Seccio´n transversal de absorcio´n para el O2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
23. Seccio´n transversal de absorcio´n y rendimiento cua´ntico para el O3 dando O(3P ). . . . . . . . 86
24. Seccio´n transversal de absorcio´n para el O3 dando O(1D). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
25. Seccio´n transversal de absorcio´n para el HNO3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
26. Seccio´n transversal de absorcio´n y rendimiento cua´ntico para el NO2. . . . . . . . . . . . . . 89




1.1. Origen del proyecto
Al acabar segundo curso de la Titulacio´n de Ingenier´ıa Qu´ımica surgio´ la idea de implemen-
tar los me´todos que se cursan en la asignatura Me´todos Nume´ricos, cuyo responsable en aquel
momento era el profesor Jordi Villanueva. A ra´ız de una clase impartida por el profesor Toma´s
La´zaro me sent´ı motivado a aplicar dichos me´todos en el contexto de la cine´tica qu´ımica.
Realizada esa tarea y movido por la curiosidad de saber la opinio´n sobre el trabajo realizado
de profesores de ambos campos, hable´ con quienes ahora son los directores de este proyecto. Juan
Jesu´s Pe´rez me propuso aplicar los me´todos implementados entonces en el contexto del ozono
atmosfe´rico. Jordi Villanueva me introdujo poco a poco en la teor´ıa cualitativa de ecuaciones
diferenciales ayuda´ndome a superar mis limitaciones te´cnicas. Finalmente, se tomo´ la iniciativa
de unir ambos campos de estudio en la realizacio´n de este proyecto.
1.2. Motivacio´n
En sus or´ıgenes, la teor´ıa cualitativa de ecuaciones diferenciales ha estado ı´ntimamente ligada
a la Meca´nica Celeste. De hecho, empieza con Poincare´, que ante la imposibilidad de encontrar de
forma expl´ıcita las soluciones de ecuaciones diferenciales, revoluciono´ el estudio de los feno´menos
no lineales mediante la introduccio´n de te´cnicas cualitativas (geome´tricas y topolo´gicas) para
analizar el comportamiento global de las soluciones de estos sistemas. Poincare´ apunto´ que es
ma´s importante conocer el comportamiento global de “todas” las soluciones que las propiedades
concretas de una solucio´n computable de forma anal´ıtica.
En los u´ltimos an˜os, esta rama de las Matema´ticas se ha comunicado progresivamente a otros
campos, y los problemas asociados a la Cina´mica Qu´ımica no son una excepcio´n. Sin embargo,
pese al intere´s que pueda suscitar este punto de vista, su uso fuera de la comunidad cient´ıfica se
ve limitado debido a la elevada base teo´rica que supone su entendimiento.
As´ı, la motivacio´n de este proyecto multidisciplicar es introducir algunos de los conceptos
relevantes de la teor´ıa de sistemas dina´micos en el estudio de un problema de gran intere´s, como
es el de los niveles de ozono en la atmo´sfera.
1.3. Requisitos previos
Se ha realizado un esfuerzo considerable para tratar de reducir los requisitos previos nece-
sarios para introducirse en este proyecto. No obstante, los aspectos puramente matema´ticos de




Disponer de herramientas que permitan modelar la evolucio´n de las concentraciones de las
distintas especies presentes en la atmo´sfera es importante para hacer predicciones sobre el im-
pacto ambiental de diversas emisiones. En particular, una especie de gran intere´s es el ozono,
sustancia que juega distintos papeles segu´n se encuentre en la estratosfera o en la troposfera.
Entre los distintos feno´menos presentes en la atmo´sfera, el proyecto se centra en estudiar
los cambios que tienen lugar mediante reaccio´n qu´ımica. La modelizacio´n de este problema se
realiza mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs).
T´ıpicamente la evaluacio´n de estos modelos se reduce a su resolucio´n mediantes me´todos
nume´ricos de integracio´n. Este enfoque de “fuerza bruta” tiene sus limitaciones: acumulacio´n de
errores para tiempos de integracio´n grandes, sensibilidad de las soluciones respecto condiciones
iniciales (es decir, las soluciones con condiciones iniciales pro´ximas difieren de forma sensible
despue´s de per´ıodos de tiempo moderados), dificultades para tratar sistemas dependientes de
para´metros, imposibilidad de conocer las condiciones iniciales correspondientes a las soluciones
“interesantes”, etce´tera. Sin embargo, en muchas ocasiones pueden ser u´tiles para detectar las
estructuras (o al menos algunas de ellas) ma´s destacadas del sistema.
Aqu´ı es donde debe entrar la teor´ıa cualitativa de EDOs. Su objetivo: interpretar y completar
los esquemas del espacio de fases obtenidos mediante el uso de los me´todos nume´ricos. Para ello,
el primer paso es un estudio local entorno de las soluciones ma´s elementales, es decir, puntos fijos
y o´rbitas perio´dicas. Este estudio local tiene como punto ma´s importante el ca´lculo de las estruc-
turas invariantes asociadas a sus direcciones hiperbo´licas (variedades estable y inestable), sus
direcciones neutras (variedad central) o a combinaciones de ambos tipos de direcciones (variedad
centro-estable y centro-inestable). La teor´ıa de sistemas dina´micos nos proporciona resultados
para probar la existencia (local) de estos objetos, as´ı como me´todos constructivos para su apro-
ximacio´n. Para el ca´lculo de estos objetos es necesario usar te´cnicas ma´s sofisticadas, basadas
por ejemplo en la manipulacio´n algebraica (ca´lculo simbo´lico).
A lo largo del trabajo se introducira´n los conceptos anteriores y se presentan las herramientas
informa´ticas desarrolladas para realizar tales ca´lculos. Se utiliza toda esta maquinaria para
estudiar el problema planteado.
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3. Planteamiento del problema
3.1. Estructura y cambios de la atmo´sfera
Tradicionalmente, la atmo´sfera se suele dividir en base a la temperatura [12]. La capa in-
ferior de la atmo´sfera, la trosposfera, se caracteriza por el decrecimiento de la temperatura
al aumentar la altitud. Contiene aproximadamente el 90% de la masa de la atmo´sfera, como
tambie´n gran parte de las nubes y es donde tienen lugar los feno´menos meteorolo´gicos.
Figura 1: Perfil t´ıpico de temperatura en la atmo´sfera.
La zona de mı´nima temperatura, localizada entre 10 y 15 km. de altura se llama tropopausa,
y es el l´ımite entre la troposfera y la capa superior, la estratosfera. En la estratosfera, la tem-
peratura crece con la altitud, principalmente debido al calor que se desprende de la absorcio´n de
radiacio´n ultravioleta por el ozono. La estratosfera contiene el 9.9% de la masa de la atmo´sfera.
Encontramos un ma´ximo de temperatura cerca de 50 km. Dicha zona recibe el nombre de
estratopausa, y marca el l´ımite entre la estratosfera y la capa situada encima, la mesosfera,
donde la temperatura decrece nuevamente con la altitud. El l´ımite de la mesosfera se llama
mesopausa que de nuevo presenta un mı´nimo de temperatura. Finalmente, en el exterior se
encuentra la termosfera.
El ozono juega un papel importante en dos de las citadas capas, la troposfera y la estratosfera.
El ozono estratosfe´rico es beneficioso ya que es un filtro importante de la radiacio´n proveniente
del sol. El ozono troposfe´rico es considerado perjudicial pues es un compuesto muy reactivo y
con un fuerte poder oxidante. Es por esto que su acumulacio´n cerca de la superficie puede afectar
a los materiales (corrosio´n) o incluso a la salud de los seres vivos. Hablaremos detalladamente
de los dos casos.
La atmo´sfera terrestre nunca ha estado libre de cambios. Su composicio´n, temperatura y
capacidad de autolimpieza han variado desde que se formo´ el planeta. Sin embargo, en los dos
u´ltimos siglos el ritmo de estos cambios ha aumentado (sobretodo en lo que a composicio´n se
refiere) superando a cualquier otra e´poca de la historia [17].
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Los efectos de estos cambios incluyen la deposicio´n a´cida, la corrosio´n de los materiales, la
niebla fotoqu´ımica en zonas urbanas y la debilitacio´n de la capa de ozono. Dejando aparte el
contenido en vapor de agua, que var´ıa de manera muy amplia, las concentraciones de los gases
mayoritarios (nitro´geno, ox´ıgeno y gases nobles) se han mantenido casi constantes. Los cambios
que implican los efectos citados se deben en gran parte a las variaciones de los niveles de algunos
de los componentes atmosfe´ricos menos abundantes, o gases traza. Ejemplos son el dio´xido de
azufre (SO2), los o´xidos de nitro´geno (que responden a la denominacio´n colectiva de NOx) y
varios clorofluorocarburos (CFC).
La fluctuacio´n en la abundancia de los componentes atmosfe´ricos obedece, en parte, a las
variaciones que se producen en la tasa de emisio´n de las fuentes naturales. Los volcanes, por
ejemplo, pueden arrojar a la troposfera y a la estratosfera gases que contienen azufre y cloro.
Pero son las actividades de los seres humanos las que dan cuenta de los cambios ma´s ra´pidos
de los dos u´ltimos siglos. Entre ellas hay que sen˜alar la combustio´n de carburantes fo´siles para
producir energ´ıa, ciertas pra´cticas industriales y agr´ıcolas, la combustio´n de biomasa (quema de
vegetacio´n) y la deforestacio´n. Es por ello que numerosos estudios han buscado la respuesta a
los siguientes aspectos:
El tipo de emisiones que genera cada actividad humana.
Que´ mecanismos provocan los anteriores efectos.
En que medida se han agrabado los problemas y las consecuencias que afectara´n al planeta.
Dada la complejidad de los factores que determinan el comportamiento de la atmo´sfera, la
colaboracio´n interdisciplinaria se hace indispensable. As´ı, las reacciones qu´ımicas que un gas
experimenta en la atmo´sfera pueden variar dependiendo de la mezcla local de gases y part´ıculas,
de la temperatura, de la intensidad de la radiacio´n solar, de la presencia de las diferentes clases
de nubes o de la lluvia y de la distribucio´n de vientos (que transportan los productos qu´ımicos
horizontal y verticalmente). Las reacciones, a su vez, determinan el tiempo de permanencia at-
mosfe´rica de los gases y, con ello, la magnitud del efecto que ellos o sus derivados produzcan.
Fruto de estas investigaciones ha sido una mejor comprensio´n de las emisiones producidas
por determinadas actividades humanas. Se sabe que la combustio´n de carburantes fo´siles para
la produccio´n de energ´ıa libera cantidades sustanciales de dio´xido de azufre (sobre todo si se usa
carbo´n), o´xidos de nitro´geno (que se forman cuando se calientan el nitro´geno y el ox´ıgeno del
aire) y dio´xido de carbono (CO2). Si la combustio´n es incompleta, se genera tambie´n mono´xido
de carbono (CO), cierto nu´mero de hidrocarburos y holl´ın (part´ıculas de carbono). Otras activi-
dades industriales arrojan a la atmo´sfera cantidades adicionales de dio´xido de azufre (siderurgia).
Tambie´n hay pra´cticas agr´ıcolas que emiten gases diversos. La quema de bosques y praderas
en la sabana de las regiones tropicales y subtropicales, para crear pastizales o cultivos, origi-
na grandes cantidades adicionales de mono´xido de carbono, de metano (CH4) y de o´xidos de
nitro´geno. El suelo desnudo tras la tala de los bosques emite o´xido nitroso, como hacen los fer-
tilizantes nitrogenados que abonan los campos. La cr´ıa de animales dome´sticos constituye una
fuente importante de metano.
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Una consecuencia negativa de la vida moderna es la niebla fotoqu´ımica o smog. Con este
tecnicismo se alude a la mezcla indeseable de gases que se forma en la baja troposfera cuando la
radiacio´n solar actu´a sobre emisiones antropoge´nicas (sobre todo los cases NOx y los hidrocar-
buros de los escapes de los veh´ıculos) para producir gases reactivos que afectan negativamente
a los organismos.
El ozono, uno de los productos ma´s importantes de tales reacciones fotoqu´ımicas, es, por
s´ı solo, causa principal de irritacio´n de los ojos producida por dicha niebla, de dificultades
respiratorias y de dan˜os a los a´rboles y a las cosechas.
Tabla 1: Principales gases traza y feno´menos relacionados.
Gas Efecto Destruccio´n Deposicio´n Smog Corrosio´n Disminucio´n Disminuacio´n
invernadero O3 estr. a´cida visibilidad autolimpieza
CO +
CO2 + +/-
CH4 + +/- +/-
NOx +/- + + + -
N2O + +/-
SO2 - + + +
CFC + +
O3 + + -
3.2. Ozono estratosfe´rico
3.2.1. Papel del ozono estratosfe´rico
Es bien sabido que la atmo´sfera filtra la radiacio´n solar que alcanza la superficie terrestre.
Gran parte de la radiacio´n incidente en la atmo´sfera esta´ comprendida en un rango de longitudes
de onda de unos 100 nm a unos pocos µm. Longitudes de onda inferiores a 200 nm son absorbidas
en lo alto de la atmo´sfera (50-150 km) por O2, N2 y O, mientras que longitudes de onda mayores
de 300 nm pueden penetrar hacia la superficie. Para valores comprendidos entre 200 y 300 nm, el
O3 se convierte en el filtro mayoritario [9] [12], y sin e´l gran parte de esta radiacio´n nos alcanzar´ıa.
Este hecho manifiesta el papel crucial que juega el ozono, pues los fotones de 250 nm tienen
una energ´ıa de 5 eV, energ´ıa suficiente para romper enlaces qu´ımicos en el ADN o para interferir
en procesos biolo´gicos por otras v´ıas.
El estudio del O3 se ha convertido en tema de intere´s pu´blico desde el descubrimiento de
que las emisiones de nuestra sociedad podr´ıan llevarnos a una pe´rdida gradual de la capa de
ozono, acumulacio´n ma´xima de e´ste situada entre los 20 y 30 km de altura (ver figura 1). Si esto
pasara, aumentar´ıa la radiacio´n ultravioleta en la superficie terrestre, en perjuicio de diversas
formas de vida.
Adema´s, el ozono es uno de los componentes ma´s importantes de la atmo´sfera tambie´n por
otros motivos menos conocidos, como el papel que juega en el balance de energ´ıa estratosfe´rico
[12] [41] [45] (ver figura 2).
De hecho, la Tierra no absorbe toda la radiacio´n solar que le llega, pues la atmo´sfera y la
superficie terrestre devuelven al espacio aproximadamente un treinta por ciento de ella [17]. Los
principales reflectores son las nubes, el polvo atmosfe´rico, las mole´culas de los gases atmosfe´ri-
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cos, la nieve y la tierra. El porcentaje reflejado (llamado albedo del planeta) podr´ıa variar
substancialmente si cambiase el clima, si las erupciones volca´nicas inyectasen ma´s polvo en la
atmo´sfera o si se deforestase ma´s terreno. Su disminuacio´n conducir´ıa a un calentamiento neto
de la Tierra y lo contrario suceder´ıa si aumentase.
La Tierra se desprende de la radiacio´n solar absorvida emitiendo radiacio´n infraroja o te´rmi-
ca. A su vez, los componentes atmosfe´ricos que absorben radiacio´n infraroja la reemiten en todas
las direcciones. Parte de esta radiacio´n vuelve a ser absorbida por la superficie, suma´ndose a la
energ´ıa te´rmica que ya posee, mientras que la otra es reabsorbida por la atmo´sfera y el resto
escapa al espacio.
Figura 2: Balance global de energ´ıa de la Tierra y la atmo´sfera.
Si aumenta la cantidad de un elemento capaz de absorber radiaciones infrarojas, como el
dioxido de carbono, la superficie de la Tierra aumentara´ su temperatura. La energ´ıa te´rmica
almacenada aumentara´ tambie´n de modo que estos elementos contribuyen a su calentamiento
(efecto invernadero).
El O3 es por lo tanto una mole´cula importante en la estratosfera. Debido al papel que desem-
pen˜a en muchos aspectos, el entendimiento del O3 es de gran valor. No obstante, la gran cantidad
de feno´menos que tienen lugar en la atmo´sfera, requiere el desarrollo de una visio´n integral de
los procesos qu´ımicos, f´ısicos y dina´micos que se producen.
3.2.2. La disminucio´n del O3 estratosfe´rico
En las u´ltimas de´cadas, la abundancia del O3 estratosfe´rico ha ido disminuyendo. El intere´s
cient´ıfico y social de este hecho ha derivado en una fuerte dedicacio´n para intentar entender y de-
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tener este feno´meno. Una rama de este estudio consiste en la elaboracio´n de modelos matema´ticos
para describir los distintos procesos que tienen lugar. Una forma de validar estos modelos es en-
frentarlos a datos experimentales, reproduciendo ciertas condiciones conocidas.
Uno de los ma´s importantes eventos en la ciencia atmosfe´rica fue la publicacio´n de Farman
et al. [20], de medidas de la columna de O3 tomada sobre el Anta´rtico entre finales de 1950 y
mediados de 1980. Los datos mostraron que los valores de columna1 de O3 disminuyeron un 50%
en esos veinte an˜os. En octubre de 1987 la columna total de ozono sobre la Anta´rtida llego´ a
los niveles ma´s bajos observados con una desaparicio´n mayor del 95% en ciertas altitudes. Este
feno´meno recibio´ el nombre de agujero de ozono.
Figura 3: Perfiles de concentracio´n de O3 en el Anta´rtico en 1987.
Antes de estas observaciones abrumadoras, a principio de los 70, Farman et al. postularon
correctamente que esta ca´ıda de O3 estaba relacionada con el crecimiento en el uso de clorofluo-
rocarburos (CFC’s), aunque pasaron an˜os hasta que se dedujo un mecanismo exacto [12] [36].
Los CFCs fueron desarrollados al principio de los an˜os 30 y usados en una gran variedad de
aplicaciones industriales, comerciales y productos para el hogar. Estas sustancias no son to´xicas
ni inflamables y no reaccionan con otros compuestos qu´ımicos. Estas caracter´ısticas junto con
sus propiedades f´ısico-qu´ımicas los hacen ideales para dichas aplicaciones. Por otro lado, debido
a su poca reactividad tardo´ en aceptarse que fueran responsables de la pe´rdida de ozono. Esta
pe´rdida significativa de O3 estratosfe´rico fue un shock debido a las duras consecuencias que
podr´ıa tener:
Efectos perjudiciales por el aumento de radiacio´n ultravioleta en sistemas biolo´gicos.
Alteraciones en la qu´ımica troposfe´rica (seccio´n 3.3.3).
Efectos de la radiacio´n en vegetales pudiendo causar pe´rdida de rendimiento, decrecimiento
en la competitividad y en la actividad fotosinte´tica.
Cambios en la climatolog´ıa global del planeta. La niebla fotoqu´ımica en a´reas urbanas
aumentar´ıa debido a la mayor radiadio´n, reduciendo la calidad del aire.
1Esta cantidad corresponde al nu´mero de mole´culas de O3 en una columna de area transversal unitaria (nor-
malmente cent´ımetros cuadrados) que abarca desde la superficie terrestre hasta la cima de la atmosfe´ra. Los
valores t´ıpicos de columna de O3 van desde 10
18 a 1019 molec O3 cm
2.
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Sin embargo, en los 70, medidas de CFC’s en la troposfera mostraron que estaban presentes
en cantidades correspondientes a su produccio´n total [12] [34]. Se llego´ a la conclusio´n que los
CFC’s no eran destruidos, sino que simplemente se acumulaban en la troposfera.
Basa´ndose en esta observacio´n, Molina y Rowland [35] sen˜alaron que los CFC’s, tras per-
manecer en la troposfera durante siglos, pod´ıan ascender hasta la estratosfera, donde ser´ıan
destruidos a bajas latitudes por la radiacio´n ultravioleta (figura 4). Como resultado, los a´to-
mos de cloro de los CFC’s quedar´ıan libres en la estratosfera, pudiendo participar en los ciclos
catal´ıticos (seccio´n 3.2.3) que destruyen el O3.
Esta teor´ıa se basa en estudios de laboratorio y en simulaciones por computador, siendo una
de las teor´ıas que mejor se ajustan a los datos experimentales [36]. Hoy en d´ıa, esta´ generalmente
aceptado que el agujero de ozono es consecuencia de las emisiones de CFC’s.
Figura 4: Representacio´n esquema´tica de la teor´ıa de Molina y Rowland.
Como resultado de este trabajo2 la United Nations Environmental Program (UNEP) orga-
nizo´ la Convencio´n de Viena para la proteccio´n de la Capa de Ozono [12]. Los ca´lculos teo´ricos
realizados por Molina y Rowland, el descubrimiento del agujero de O3 y las medidas realizadas
entre 1985 y 1992 de las fuentes de cloro naturales y antropoge´nicas [61] (figura 5), provocaron
la preocupacio´n de Canada´, Estados Unidos, Noruega y Suecia, y el compromiso de eliminar el
uso de CFC en gran cantidad de aplicaciones.
Figura 5: Medidas realizadas entre 1985 y 1992 muestran que las
emisiones antropoge´nicas de compuestos clorados en la
atmo´sfera superaban las emisiones naturales.
De este modo, se firmo´ el Protocolo de Montreal (1987) y la Enmienda de Copenha-
2Por su contribucio´n a la investigacio´n atmosfe´rica, Mario Molina, F, Sherwood Rowland y Paul Crutzen fueron
galardonados en 1995 con el Premio Nobel de Qu´ımica.
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guen (1992), que supusieron un paso vital para cesar la produccio´n de muchos de los CFC’s
implicados en la pe´rdida de O3 hacia finales de 1995. La figura 6 muestra las predicciones de
lo que hubiera pasado de no haber sido por la implementacio´n de estos protocolos en los dis-
tintos pa´ıses. Esta figura tambie´n manifiesta la lenta recuperacio´n que sera´ capaz de realizar la
estratosfera tras detener las emisiones de CFC’s.
Figura 6: Si se hubiera mantenido el uso de CFC’s, se prevee
que el contenido de cloro en la estratosfera se hubiera
triplicado para el 2050.
3.2.3. Qu´ımica estratosfe´rica
El primer intento fruct´ıfero de entender cuantitativamente la qu´ımica del O3 fue llevado a
cabo por Chapman en 1930 [8] [12]. Chapman propuso que el O3 era creado por la disociacio´n






que de forma global se pueden escribir como
3O2 + hν → 2O3. (3.2)
El O3 se destruye mediante fotones ultravioleta:
O3 + hν
JO3−→ O2 +O (3.3)
La u´ltima reaccio´n del mecanismo es la reaccio´n directa entre el ozono y un a´tomo de ox´ıgeno:
O3 +O
kO3O−→ O2 +O2 (3.4)
El conjunto de estas cuatro reacciones recibe el nombre de ciclo de Chapman. Si planteamos
las ecuaciones cine´ticas asociadas a estas reacciones (ape´ndice A) obtenemos
d[O3]
dt




= 2JO2 [O2]− k∗O2O[O2][O] + JO3 [O3]− kO3O[O3][O], (3.6)
d[O2]
dt
= −k∗O2O[O2][O] + JO3 [O3] + 2kO3O[O3][O]− 2JO2 [O2]. (3.7)
Figura 7: Esquema del mecanismo de Chapman.












= 2JO2 [O2]− 2kO3O[O3][O] (3.8)
Al hacer esto, eliminamos los te´rminos que representan la reaccio´n entre O y O2 para formar
O3 y la foto´lisis del O3, pues el balance se refiere a la formacio´n y desaparicio´n de las especies
O3 y O de forma global.
Un concepto cine´tico interesante es el concepto de tiempo de vida de una especie, τ . E´ste







≈ 5 an˜os (3.9)
Hemos utilizado la aproximacio´n [Ox] ≈ [O3] [12]. Si calculamos el tiempo de vida para las








≈ 0.002 s (3.11)
El concepto de tiempo de vida nos da informacio´n a cerca de la escala temporal en que
las variables cambian. La diferencia entre los tiempos de vida de las diferentes especies en la
atmo´sfera provoca un problema conocido como stiffness [12] [55].
Para mantener la estabilidad en la integracio´n, debemos seguir la evolucio´n de la especie
con menor escala de tiempo, en este caso el O. Con un paso de integracio´n tan pequen˜o, ser´ıa
impracticable la modelizacio´n de periodos estacionales o anuales, que precisamente, son los casos
de intere´s. Definiendo el Ox, podemos evitar este problema. No obstante en mecanismos ma´s
complejos, no siempre es posible plantear este tipo de aproximaciones, y por ello debe elegirse
con cuidado los me´todos nume´ricos a utilizar.
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Los ca´lculos de O3 a partir del ciclo de Chapman tienden estimar concentraciones de Ox
considerablemente mayores que las medidas experimentales [12] [50]. El motivo es que no se
consideran otras reacciones que favorecen los procesos de desaparicio´n de O3, como por ejemplo
el cloro. Cuando e´ste se encuentra presente facilita la conversio´n de Ox a O2 sin ser consumido.
Es por ello que este tipo de reacciones se conocen como ciclos catal´ıticos. En concreto, con-
sideraremos las dos etapas siguientes:
O3 +Cl → ClO +O2
ClO +O → Cl + O2. (3.12)
Adema´s, si hay NO presente se an˜adira´ el conjunto de reacciones:
O3 +Cl → ClO +O2
ClO + NO → Cl + NO2
NO2 + hν → NO+O.
(3.13)
Figura 8: Esquema del sistema Cl-ClO.
Otros ciclos catal´ıticos son:
NO +O3 → NO2 +O2
NO2 +O → NO+O2 (3.14)
OH +O3 → HO2 +O2
HO2 +O → OH+O2 (3.15)
OH +O3 → HO2 +O2
HO2 +O3 → OH+ 2O2 (3.16)
HO2 +XO → HOX+O2
HOX+ hν → OH+X
X+O3 → XO+O2
HO+O3 → HO2 +O2
(3.17)
donde X representa Cl o bien Br. En este caso, si las especies ClO y BrO esta´n presentes, pueden
reaccionar dando diferentes productos:
ClO + BrO → BrCl + O2 (a)
ClO + BrO → ClOO+ Br (b)
ClO + BrO → OClO + Br (c)
(3.18)
Si tienen lugar (a) o (b), entonces habra´ una pe´rdida neta de Ox, pues inmediatamente se
seguira´n las reacciones:
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ClO + BrO → BrCl + O2
BrCl + hν → Br + Cl (3.19)
ClO + BrO → ClOO+ Br
ClOO +M → Cl + O2 +M (3.20)
Estos dos ciclos son importantes en la formacio´n del agujero de ozono. Por otro lado, si la
reaccio´n (3.18) sigue (c), entonces no habra´ pe´rdida neta de Ox:
ClO + BrO → OClO + Br
OClO + hν → ClO +O (3.21)
Figura 9: Esquema de las reacciones de los ciclos de Cl y NOx.
La figura 9 recoge esquema´ticamente los cambios qu´ımicos debidos a las reacciones principales
de los ciclos de Cl y los NOx, junto con las de los compuestos HOx (conocido como ciclo catal´ıtico
natural). Todas estas reacciones manifiestan el impacto de la descomposicio´n de los CFC’s en la
estratofera incorporando mayores cantidades de Cl en el sistema.
Figura 10: Valores medios de produccio´n y pe´rdida de Ox.
Se muestra la participacio´n de diferentes ciclos
catal´ıticos.
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Mecanismos ma´s detallados pueden encontrarse en [12], [36] y [6], si bien aqu´ı se han presen-
tado las principales reacciones que tienen lugar. Esto puede comprobarse en la figura 10, donde
se manifiesta que los ciclos de Clx, NOx y HOx son responsables pra´cticamente de la totalidad
de la desapacio´n del O3.
La linea de Ox en la figura 10 representa la contribucio´n de la reaccio´n directa entre O3 y O.
Esta reaccio´n es responsable u´nicamente de una pequen˜a parte de la pe´rdida en la parte baja
de la estratosfera, y de un 30% de la pe´rdida total en la parte superior.
De igual modo, la figura 11 muestra la contribucio´n de cada especie a la pe´rdida de ozono
para distintas altitudes.
Figura 11: Fraccio´n de pe´rdida de Ox para algunas familias.
Muchas de las cuestiones importantes en el estudio de la atmo´sfera hoy en d´ıa se refieren a
la influencia del hombre en los cambios que tienen lugar. Determinar la abundancia de radicales
tales como el ClO y co´mo e´stos cambian en respuesta a las perturbaciones atmosfe´ricas es una
tarea complicada, pero de vital importancia en vistas a evaluar el efecto que tienen las activi-
dades humanas en los niveles de ozono estratosfe´rico.
3.3. Ozono troposfe´rico
3.3.1. Estructura de la troposfera
La estructura de la troposfera es ma´s compleja que la de la estratosfera y ya se ha comen-
tado que aqu´ı tienen lugar feno´menos meteorolo´gicos que tendra´n una gran importancia en la
evolucio´n de los niveles de ozono (y de otras sustancias).
Gran parte de los feno´menos relacionados con la contaminacio´n tienen lugar en la troposfera,
en concreto en la parte baja conocida como capa l´ımite planetaria (PBL, Planetary Boundary
Layer). La PBL se define como “la regio´n en la cual la atmo´sfera se ve afectada por la superficie
en cuanto a la transferencia de calor, materia o cantidad de movimiento”.
La variacio´n de las propiedades meteorolo´gicas afectara´ a la dispersio´n de sustancias. En
gran parte de la PBL, los feno´menos turbulentos prevalecen sobre los feno´menos moleculares
[62], y en consecuencia, los u´ltimos son despreciables. La turbulencia tiene una gran capacidad
26 Memoria
de mezclado en esta zona.
Algunos de los factores meteorolo´gicos que influyen en los feno´menos de polucio´n son:
el viento (velocidad y direccio´n) que es generado por el gradiente de presio´n en el l´ımite
de la PBL y viene afectado por otros factores como el terreno.
la estabilidad atmosfe´rica, que es una forma sencilla de caracterizar el nivel de turbulencia
de la atmosfe´ra3.
inversiones te´rmicas.
La estructura de la troposfera pone de manifiesto que la distribucio´n de las sustancias no
depende exclusivamente de la formacio´n o desaparicio´n por reaccio´n qu´ımica, sino de otros
feno´menos f´ısicos como el transporte, que pueden llegar incluso a ser el mecanismo limitante.
3.3.2. Papel del ozono troposfe´rico
El O3 no es emitido directamente por ningu´n foco contaminante, es un contaminante secun-
dario que se forma a partir de otros contaminantes atmosfe´ricos primarios como los NOx o los
compuestos orga´nicos vola´tiles (COV’s) en presencia de radiacio´n solar (reacciones fotoqu´ımi-
cas). Es por esto que la e´poca en la que se registran los ma´ximos de O3 es entre primavera
y verano (ya que la radiacio´n solar es ma´xima y la actividad de las plantas y del tra´fico se
intensifica).
Los efectos del ozono sobre la salud, esta´n relacionados con la concentracio´n y con el tiempo
de exposicio´n, pero tambie´n con el grado de sensibilidad, muy variable en cada persona.
Pese a que no se puede asegurar rotundamente a partir de que´ concentracio´n se ve afectada
la salud de las personas y de los seres vivos, se ha intentado definir cuatro umbrales4 segu´n la
Generalitat de Catalunya [15]:
1. Umbral de proteccio´n de la vegetacio´n
Concentracio´n: 65 µg/m3 (200 µg/m3)
Duracio´n: 24 horas (1 hora)
Consecuencias: Las plantas expuestas a estas concentraciones de ozono, especialmente durante
periodos largos de tiempo, disminuyen su productividad biolo´gica y pueden resultar dan˜adas.
2. Umbral de proteccio´n de la salud
Concentracio´n: 110 µg/m3
Duracio´n: 8 horas
Consecuencias: Se recomienda no superar este l´ımite para evitar problemas sobre la salud de
la poblacio´n. Una exposicio´n mayor podr´ıa provocar algunas molestias en personas especial-
mente sensibles al ozono.
3La estabilidad atmosfe´rica se define como la capacidad de la atmo´sfera para resistir o incrementar la movimien-
to vertical de masas de aire.
4Estos valores son orientativos, y nunca se deben interpretar como frontera entre una zona sin peligro y la
aparicio´n de efectos perjudiciales. Del mismo modo, su superacio´n no significa un riesgo automa´tico para la salud.
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3. Umbral de informacio´n a la poblacio´n
Concentracio´n: 180 µg/m3
Duracio´n: 1 hora
Consecuencias: Ciertas personas, especialmente las asma´ticas y las que tienen problemas respi-
ratorios, podr´ıan ver agravada su patolog´ıa por este hecho.
4. Umbral de alerta a la poblacio´n
Concentracio´n: 360 µg/m3
Duracio´n: 1 hora
Consecuencias: La superacio´n de este umbral comportara´ un riesgo para la salud humana. Hay
que indicar que en Catalun˜a no se ha registrado nunca un valor de ozono que haya superado
este l´ımite.
As´ı, el ozono puede causar diferentes efectos: tos, irritaciones en faringe, cuello y ojos, difi-
cultades respiratorias, disminucio´n del rendimiento, deterioro de la funcio´n pulmonar y malestar
general. Adema´s, el ozono (juntos con otras sustancias que tambie´n se forman en la niebla fo-
toqu´ımica) es fuertemente oxidante y tambie´n provocara´ dan˜o en los materiales e instalaciones
por efecto de la corrosio´n.
3.3.3. Qu´ımica troposfe´rica
Debido a la atenuada radiacio´n que llega a la troposfera, so´lo tendra´n lugar reacciones foto-
qu´ımicas de especies muy reactivas, como el O3 o el NO2. Aparte de esto, la composicio´n de la
troposfera es sustancialmente distinta y esta´ sometida a emisiones (de cara´cter natural o antro-
poge´nico) y a feno´menos meteorolo´gicos. E´stos, junto con la diferencia de radiacio´n disponible,
hacen que el comportamiento de la troposfera sea esencialmente diferente al de la estratosfera,
siendo incluso ma´s complicado de modelizar.
Dos aspectos cr´ıticos dentro del estudio de los modelos de simulacio´n de la calidad del aire
es la qu´ımica que describe co´mo los COV’s y los NOx interaccionan para producir ozono y otros
oxidantes.
En el desarrollo de mecanismos qu´ımicos para su incorporacio´n en modelos troposfe´ricos de
calidad del aire [13] se encuentran dos problemas principales:
- ¿Co´mo representar reacciones qu´ımicas de las que se carece de parte de la informacio´n
sobre su mecanismo y su cine´tica? (Algunos procesos importantes, como la oxidacio´n de
COVs aroma´ticos y bioge´nicos son comprendidos so´lo parcialmente).
- ¿Co´mo incorporar toda la qu´ımica que tiene lugar en nuestros mecanismos? (Un mecanismo
que contemple expl´ıcitamente la interaccio´n de los distintos compuestos presentes en la
atmo´sfera incorporar´ıa ma´s de 20000 reacciones y varios miles de sustancias orga´nicas).
Con pocas excepciones, las especies inorga´nicas incluidas en los mecanismos son pra´ctica-
mente ide´nticas. Generalmente se trata la qu´ımica de 14 especies ba´sicas [13]: NO, NO2, NO3,
N2O5, O3, O(1D), O(3P), OH, HO2, HONO, HNO3, HNO4, H2O2 y CO. Las constantes cine´ticas
y los productos de reaccio´n para muchas especies inorga´nicas han sido bien establecidas median-
te estudios cine´ticos de laboratorio, aunque siempre existen discrepancias.
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As´ı, el O3 tiene dos fuentes principales: una es el transporte vertical desde la estratosfera
(donde el ozono se forma a partir de la foto´lisis del O2) y la otra es la produccio´n a trave´s de
una serie de reacciones de sus precursores: los NOx y los COV’s.
Cuando esta´n presentes las especies NO y NO2 junto con la cantidad necesaria de radiacio´n
solar, tiene lugar la formacio´n de O3 fruto de la foto´lisis del NO2 [46] [62],
NO2 + hν → NO+O
O + O2 + M → O3 + M (3.22)
donde M representa una mole´cula de cualquier especie presente en la atmo´sfera. Una vez for-
mado, el O3 reacciona con NO para generar NO2,
NO + O3 → NO2 + O2 (3.23)
El NO2 se forma en la troposfera casi exclusivamente mediante la reaccio´n (3.23) y el NO
proviene pra´cticamente en su totalidad de emisiones de fuentes de combustio´n (como por ejemplo
el tra´fico). Todo esto lleva a la paradoja de la formacio´n de ozono [29]:
(i) El NO, proveniente de fuentes antropoge´nicas, es un importante precursor de la formacio´n
de ozono debido a que produce NO2 que se fotoliza para producir O3.
(ii) El NO reacciona ra´pidamente con O3.
Ese hecho lleva a una situacio´n en la que, al contrario de lo que se podr´ıa pensar, valores
elevados de concentracio´n de ozono no se suelen observar en aquellos lugares donde las emisiones
de su precursor son ma´s elevadas5.
La ma´s simple de las especies atmosfe´ricas que contienen carbono es el mono´xido de carbono
(CO). El CO no puede reaccionar con la suficiente rapidez con ninguna de las especies anteriores
[46].
Sin embargo, sabemos que el O3 puede disociarse en presencia de radiacio´n ultravioleta,
O3 + hν → O + O2 (3.24)
donde el atomo de O formado, puede reaccionar con una mole´cula de H2O produciendo radicales
hidroxilo (OH):
O + H2O→ 2OH (3.25)
El radical OH es una mole´cula clave para entender la qu´ımica de la atmo´sfera, pues no
reacciona con el ox´ıgeno, pero s´ı lo hace con la gran mayor´ıa de los compuestos traza presentes
en la atmo´sfera, como el CO citado anteriormente. As´ı, tiene lugar la formacio´n del radical
hidroperoxilo (HO2):
CO + OH→ CO2 + HO2. (3.26)
El radical HO2 reacciona con NO para regenerar los compuestos NO2 y OH,
5Adema´s, veremos que este hecho conducira´ a comportamientos interesantes en el sistema como oscilaciones o
incluso re´gimenes cao´ticos
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HO2 + NO→ NO2 + HO. (3.27)
y, finalmente, OH y NO2 pueden reaccionar formando a´cido n´ıtrico (HNO3):
OH + NO2 → HNO3. (3.28)
En masas de aire que contienen contaminantes orga´nicos, pueden producirse radicales alquilo
que reaccionan con ox´ıgeno para formar pero´xidos que oxidara´n el NO:
RH + OH → R + H2O (3.29)
R + O2 → RO2 (3.30)
RO2 + NO → RO + NO2 (3.31)
As´ı, los COV’s son tambie´n precursores importantes para la formacio´n de ozono troposfe´ri-
co. Sin embargo, esas reacciones son algo ma´s lentas que las del ciclo NO-O3, de modo que
el transporte atmosfe´rico puede conducir las masas de aire a cientos de kilo´metros (adveccio´n)
contribuyendo as´ı a la paradoja anterior.
Se ha sen˜alado que los mecanismos que contemplan toda la qu´ımica asociada a los com-
puestos orga´nicos presentes en la atmo´sfera son muy extensos. Puede encontrarse recopilaciones
de las reacciones ma´s importantes en [46] [53] [54] y [58].
La necesidad de implementar mecanismos compactos en modelos de simulacio´n que incluyen
tambie´n feno´menos f´ısicos [13], ha motivado el estudio de modelos reducidos que incluyen el
menor nu´mero de reacciones qu´ımicas capaz de describir los cambios observados en la troposfera.
En esta linea, se han encontrado los trabajos de [24] [26] [28] [31] [39] y [52], que incorporan las
reacciones (3.23)-(3.28), y en algunos casos, tambie´n la qu´ımica del metano (CH4). Cabe sen˜alar
el hecho que, adema´s del intere´s pra´ctico de considerar estos moledos reducidos, como se vera´,
este acercamiento permite un estudio mucho ma´s profundo de los modelos obtenidos, pudiendo
llegar a conclusiones dif´ıcilmente alcanzables estudiando desde un primer momento modelos ma´s
generales. Por supuesto, una tarea posterior es comprobar que las predicciones de los modelos
simplificados siguen siendo va´lidas para modelos ma´s completos y adema´s, reproducen observa-
ciones experimentales.
Se estudian los diferentes modelos citados utilizando la metodolog´ıa descrita en el cap´ıtulo
5, con especial e´nfasis en los propuestos por [31] y [26] al tratarse de los trabajos ma´s recientes.
Estos modelos se presentan en el cap´ıtulo 4.
Se finaliza remarcando nuevamente la importancia de los procesos f´ısicos en la troposfera.
En este contexto, los principios de cine´tica qu´ımica pueden no ayudarnos por s´ı solos a entender
la dina´mica del O3 y sus precursores, debiendo considerar feno´menos fluidodina´micos.
El estudio de reacciones troposfe´ricas sin tener en cuenta otros mecanismos (como la di-
fusio´n) puede ser muy interesante por la razo´n siguiente: algunos modelos atmosfe´ricos siguen
la evolucio´n de las masas de aire como si se trataran de part´ıculas [62], es decir el sistema de
referencia se mueve al moverse el fluido6. Dichos modelos contemplan las pequen˜as masas de
6Este acercamento se conoce como “sistema lagrangiano”.
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fluido como si fueran cajas (box models) que llegado el momento de modelizar se comportar´ıan
como medios homoge´neos donde tienen lugar las reacciones qu´ımicas consideradas.
Adema´s, bajo ciertas condiciones pueden tener lugar escenarios donde las concentraciones de
las distintas especies este´n gobernadas por los procesos qu´ımicos. Esto ocurre cuando aparecen
inversiones te´rmicas a baja altura o en condiciones de calma [62] [63]. Existen criterios para
sen˜alar cuando el comportamiento esta´ controlado por uno u otro feno´meno [54].
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4. Descripcio´n de los modelos estudiados
4.1. Modelo para la estratosfera
Para describir la evolucio´n de las especies por reaccio´n qu´ımica, se recurre a la ley de accio´n
de masas (ver el ape´ndice A para una discusio´n pormenorizada). Se establece que la velocidad de
una reaccio´n es proporcional a las concentraciones de los reactivos elevadas a un cierto coeficiente,
llamado orden de reaccio´n. Para cada especie, e´ste coincide con el coeficiente estequiome´trico si






rijXi j = 1÷ n, (4.1)









Ci(t)rij j = 1÷ n, (4.2)
donde debemos expresar las concentraciones en funcio´n del grado de avance




Las constantes cine´ticas de la reaccio´n kj , dependen de la temperatura (t´ıpicamente se utiliza
la ley de Arrhenius (A.10)). Para una reaccio´n fotoqu´ımica, kj = Jj y k−j = 0 y calcularemos





donde I es el flujo solar, σ es la seccio´n transversal de absorcio´n y φ el rendimiento cua´ntico, en
los tres casos funcio´n de la longitud de onda λ. La integral se extiende entre λ1 y λ2, el intervalo
de longitudes de onda en el cual puede tener lugar la reaccio´n fotoqu´ımica.
Para evaluar co´mo la radiacio´n solar se atenua por v´ıa de estas reacciones fotoqu´ımicas se
utiliza la ley de Beer-Lambert [2] [50], que establece la relacio´n entre la radiacio´n transmitida I





siendo C la concentracio´n de absorvente, l el grosor de la capa que atraviesa la radiacio´n y σ es
la seccio´n transversal de absorcio´n. Al te´rmino σCl se le suele llamar paso o´ptico.
Con estos conceptos se plantea el estudio de una columna de aire estratosfe´rica comprendida
entre dos alturas z1 y z2. Se divide este intervalo en un m niveles, por simplicidad equiespaciados
(se asigna el ı´ndice 1 al nivel superior). Conocido el flujo solar incidente sobre el nivel j y
conociendo los datos de absorcio´n moleculares, puede evaluarse la ecuacio´n (4.4) nume´ricamente
para dicho nivel. El flujo solar transmitido por este nivel j es el fujo solar incidente sobre el nivel
j + 1.









donde L es el espacio entre niveles y Ck,j la concentracio´n de las especies implicadas en el nivel
superior. χ es el promedio del a´ngulo cenital que corrige el camino oblicuo que siguen los rayos
solares [12] [50].
Para cada uno de los m niveles, se conoce la temperatura y la concentracio´n inicial de las
distintas sustancias. Finalmente, debera´ conocerse la radiacio´n solar incidente en la parte supe-
rior de la estratosfera.
De este modo, considerando n reacciones por m niveles, tendremos un sistema de nm ecua-
ciones diferenciales ordinarias.
La tabla siguiente recoge las reacciones seleccionadas para su incorporacio´n en el modelo
[50]. Es preciso remarcar la inclusio´n de la descomposicio´n de CFCs para introducir Cl en el
mecanismo.
Tabla 2: Conjunto de reacciones qu´ımicas seleccionadas para el modelo estratosfe´rico.
Reaccio´n Tipo Constante (cm3molec−1s−1)
O2 + hν → 2O fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
O + O2 +M → O3 +M tercer cuerpo 6.075 · 10−17 exp{5279.39/RT}
O3 + hν → O+O2 fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
O + O3 → 2O2 bimolecular 8 · 10−12 exp{−17126.84/RT}
O(1D) + H2O→ 2OH bimolecular 2.2 · 10−10 exp{914.54/RT}
OH+O3 → HO2 +O2 bimolecular 1.7 · 10−12 exp{−7815.16/RT}
HO2 +O→ OH+O2 bimolecular 3 · 10−11 exp{1662.8/RT}
HO2 +OH→ H2O+O2 bimolecular 4.8 · 10−11 exp{2078.5/RT}
NO+O3 → NO2 +O2 bimolecular 3 · 10−12 exp{−12471/RT}
NO2 +O→ NO+O2 bimolecular 5.6 · 10−12 exp{1496.52/RT}
OH+NO2 +M → HNO3 +M tercer cuerpo 1.67462 · 10−24 exp{49517.64/RT}
HNO3 + hν → OH+NO2 fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
NO2 + hν → NO+O fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
HO2 +NO+M → OH+NO2 +M tercer cuerpo 3.5 · 10−12 exp{2078.5/RT}
O3 + hν → O(1D) + O2 fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
O(1D) +M → O+M bimolecular 3 · 10−11 exp{581.98/RT}
Cl + O3 → ClO +O2 bimolecular 2.3 · 10−11 exp{−1662.8/RT}
ClO +O→ Cl + O2 bimolecular 3 · 10−11 exp{581.98/RT}
ClO + NO→ Cl + NO2 bimolecular 6.4 · 10−12 exp{2411.6/RT}
Cl + CH4 → HCl + CH3 bimolecular 9.6 · 10−12 exp{−11307.04/RT}
OH+HCl→ H2O+Cl bimolecular 2.6 · 10−12 exp{−2909.9/RT}
CF2Cl2 + hν → 2Cl + CF2 fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
CFCl3 + hν → 2Cl + CFCl fotoqu´ımica ecuacio´n (4.4)
A fin de no tener que considerar feno´menos relacionados con el transporte de sustancias,
supondremos que la concentracio´n de algunas especies es constante. Es el caso de CF2Cl2, CF2,
CFCl3, CFCl, CH4, HCl y CH3.
En este estudio se ha dividido la estratosfera en 21 niveles, que junto con las 24 reacciones
presentadas en la tabla 12 nos resulta un sistema de 504 ecuaciones. Adema´s de la dimensio´n
del problema, tenemos dos dificultades adicionales. Por un lado, ya se ha comentado el problema
de stiffness [55], que dificulta la resolucio´n nume´rica. Por otro lado debemos observar el alto
coste computacional asociado a evaluar las ecuaciones, pues las constantes fotoqu´ımicas deben
ser actualizadas mediante (4.4) al variar el flujo solar segu´n (4.6).
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Este modelo ha sido implementado en co´digo C obteniendo un programa flexible que pueda
permitir al usuario an˜adir o sustraer reacciones del mecanismo y modificar todos los para´metros
segu´n convenga. Esta herramienta informa´tica esta´ descrita en el cap´ıtulo 6. La tablas 3, 4 y 5
ilustran los datos que requiere el modelo para poder hacer predicciones de las concentraciones
consideradas.
Tabla 3: Datos necesarios como condiciones iniciales que deben introducirse para
cada uno de los m niveles, considerando σ sustancias.
Nivel Concentraciones iniciales Temperatura
m C1,m(0) · · · Cσ,m(0) Tm





2 C1,2(0) · · · Cσ,2(0) T2
1 C1,1(0) · · · Cσ,1(0) T1
La tabla 3 representa los perfiles de concentracio´n para las distintas especies y de temperatura
respecto a la altura en un cierto intervalo dividido en m niveles.
Tabla 4: Datos fotoqu´ımicos que deben introducirse para distintas longitudes de
onda, considerando np reacciones fotoqu´ımicas.
Longitud de onda Rendimiento cua´ntico Seccio´n de absorcio´n Flujo solar
λ1 φ1(λ1) · · · φnp(λ1) σ1(λ1) · · · σnp(λ1) Im(λ1)






λr−1 φ1(λr−1) · · · φnp(λr−1) σ1(λr−1) · · · σnp(λr−1) Im(λr−1)
λr φ1(λr) · · · φnp(λr) σ1(λr) · · · σnp(λr) Im(λr)
La tabla 4 recoge los datos necesarios para evaluar la ecuacio´n (4.4). El flujo solar introducido
se asigna al nivel superior m.
Tabla 5: Constantes cine´ticas que deben introducirse para nq reacciones qu´ımicas.
Factor preexponencial Energ´ıa de activacio´n
Reaccio´n directa A1 · · · Anq E1 · · · Enq
Reaccio´n inversa A−1 · · · A−nq E−1 · · · E−nq
Finalmente, la tabla 5 incluye los datos necesarios para evaluar las constantes cine´ticas para
cada reaccio´n en cada nivel a partir del perfil de temperatura (ley de Arrhenius).
Tabla 6: Output obtenido transcurrido un instante de tiempo t.
Nivel Concentraciones Const. cine´ticas Frecuencias Flujo solar
m C1,m(t), · · · , Cσ,m(t) k1, · · · , knq J1(t), · · · , Jnp(t) Im(λ1, t), · · · , Im(λr, t)






2 C1,2(t), · · · , Cσ,2(t) k1, · · · , knq J1(t), · · · , Jnp(t) I2(λ1, t), · · · , I2(λr, t)
1 C1,1(t), · · · , Cσ,1(t) k1, · · · , knq J1(t), · · · , Jnp(t) I1(λ1, t), · · · , I1(λr, t)
En cuanto a las predicciones realizadas por el modelo (tabla 6), se obtiene la variacio´n de la
concentracio´n de cada una de las especies involucradas. Adema´s, se obtienen valores de todas las
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constantes cine´ticas y fotoqu´ımicas en los diferentes niveles seleccionados, as´ı como el flujo solar
correspondiente a cada altura, pudiendo observar la atenuacio´n de al penetrar en la atmo´sfera
terrestre. Los resultados se presentan en la seccio´n 7.1.
4.2. Modelos para la troposfera
4.2.1. Comentarios Generales
Como se ha indicado en la seccio´n 3.3.3, distintos autores han propuesto modelos simpli-
ficados de la qu´ımica troposfe´rica. Estos modelos pueden ser analizados de forma mucho ma´s
exhaustiva que otros que incluyan mayor nu´mero de reacciones qu´ımicas, pudiendo estudiar as-
pectos concretos de su comportamiento como por ejemplo la aparicio´n de bifurcaciones. En el
cap´ıtulo 5 se presenta una metodolog´ıa para abordar este tipo de estudios.
Todos los modelos que aqu´ı se presentan resultan en un sistema de 6 ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Aunque la reduccio´n de la dimensio´n es considerable respecto a modelos ma´s
rigurosos, seis variables es un nu´mero muy respetable. Un espacio de fases de dimensio´n seis es
suficiente para perder la intuicio´n sobre el comportamiento de la dina´mica.
En estos modelos se consideran entradas y salidas del sistema de algunas de las especies de
intere´s. Por ejemplo, se ha comentado que el ozono puede viajar desde la estratosfera pese a no
ser emitido desde la superficie. Todas las fuentes (entradas) se consideran como reacciones de
orden cero.
Los sumideros (salidas) recogen todos los feno´menos mediante los cuales las mole´culas se-
n˜aladas pueden abandonar el sistema: transporte, deposicio´n hu´meda, deposicio´n seca, etc. Las
tablas 7, 8, 9, 10 y 11 u´nicamente recogen los sumideros de las 6 especies que se consideran en
los balances de materia: CO, O3, NO, NO2, OH, HO2.
La figura 12 esquematiza las distintas reacciones incorporadas en los modelos, as´ı como las
eventuales entradas y salidas del sistema. Esta representacio´n manifiesta la complejidad que
encierra la evolucio´n de las concentraciones.
Figura 12: Esquema de las reacciones incluidas en los modelos
troposfe´ricos considerados.
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4.2.2. Modelo de Stewart, 1995
Stewart realiza un estudio bastante detallado del modelo presentado en la tabla 7. En [52]
se caracteriza el estado estacionario alcanzado por el sistema para un rango de valores en las
emisiones de CO y NO.
Consideraciones En la evaluacio´n de los para´metros del modelo se considera una temperatu-
ra constante de 298 K y una densidad en nu´mero del aire de [M ] = 2.45 ·1019 cm−3. La cantidad
de vapor de agua presente en la atmo´sfera se supone [H2O] = 3.86·1017 (aprox. 50% de humedad
relativa) y la concentracio´n de metano es [CH4] = 4.2 · 1013. No se considera la variacio´n de las
constantes fotoqu´ımicas a lo largo del d´ıa y se desprecian los efectos de la qu´ımica nocturna.
Tabla 7: Modelo de Stewart, R.W [52].
Reaccio´n Para´metro Valor
O3 + H2O −→ 2HO k1 9.17 · 10−25
OH + OH −→ H2O + O3 k2 1.88 · 10−12
OH + OH + M −→ H2O2 + M k3 1.95 · 10−31
OH + O3 −→ HO2 + O2 k4 5.11 · 10−14
OH + HO2 −→ H2O + O2 k5 1.11 · 10−10
HO2 + HO2 −→ H2O2 + O2 k6 1.72 · 10−12
HO2 + HO2 + M −→ H2O2 + O2 + M k7 4.87 · 10−32
HO2 + O3 −→ HO + 2O2 k8 2.05 · 10−15
NO + O3 −→ NO2 +O2 k9 1.82 · 10−14
NO2 + hν −→ NO + O3 k10 2.2 · 10−3
HO2 + NO −→ HO + NO2 k11 8.28 · 10−12
HO + NO2 + M −→ HNO3 + M k12 4.68 · 10−31
HO + CH4 −→ 2HO2 + CO2 k13 6.4 · 10−15
HO + CO −→ HO2 + CO2 k13 2.48 · 10−13
Emisio´n −→ CO FCO O(103 − 107)
Emisio´n −→ NO FNO O(104 − 107)
Transporte −→ O3 FO3 1.09 · 105
O3 −→ Sumidero lO3 2.31 · 10−7
NO −→ Sumidero lNO 2.31 · 10−8
CO −→ Sumidero lCO 6.67 · 10−12
Unidades Las constantes cine´ticas se expresan en cm3molec−1s−1 para las reacciones bimo-
leculares y en cm6molec−2s−1 para las de tres cuerpos. Las frecuencias de foto´lisis y la tasa de
desaparicio´n vienen expresadas en s−1. Las fuentes del sistema, ya sea por emisio´n o tranporte
se expresan en molec·cm−3s−1.
4.2.3. Modelo de Poppe y Lustfeld, 1996
Consideraciones Todas los para´metros de este modelo han sido tomados de [53]. El conjunto
de reacciones considerado es pues una seleccio´n de entre las reacciones que all´ı se detallan. No
se considera la variacio´n de las constantes fotoqu´ımicas a lo largo del d´ıa y se desprecian los
efectos de la qu´ımica nocturna.
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Unidades Las constantes cine´ticas se expresan en cm3molec−1s−1 para las reacciones bimo-
leculares. Las frecuencias de foto´lisis y la tasa de desaparicio´n vienen expresadas en s−1. Las
emisiones se expresan en molec·cm−3s−1.
Tabla 8: Modelo de Poppe, D. [39].
Reaccio´n Para´metro Valor
NO2 + hν −→ NO + O3 k1 8.9 · 10−3
O3 −→ 2HO k2 2.7 · 10−6
NO + O3 −→ NO2 +O2 k3 1.9 · 10−14
OH + O3 −→ HO2 + O2 k4 7.0 · 10−14
HO2 + O3 −→ HO + 2O2 k5 2.0 · 10−15
HO2 + NO −→ HO + NO2 k6 8.3 · 10−12
HO2 + HO2 −→ H2O2 + O2 k7 2.9 · 10−12
HO + NO2
M−→ HNO3 k8 1.1 · 10−11
HO + CO −→ HO2 + CO2 k9 2.4 · 10−13
Emisio´n −→ CO FCO O(105 − 106)
Emisio´n −→ NO FNO O(105 − 106)
NO −→ Sumidero lNO 5.0 · 10−6
NO2 −→ Sumidero lNO2 5.0 · 10−6
4.2.4. Modelo de Hess y Madronich, 1997
Consideraciones En la evaluacio´n de los para´metros del modelo se considera una tempe-
ratura constante de 253 K y una densidad en nu´mero del aire de [M ] = 1.9 · 1019 cm−3. Los
coeficientes de foto´lisis [39] se han estimado como promedios diarios a 5 km. de altura asumiento
una columna de ozono de 300 DU. No se considera la variacio´n de las constantes fotoqu´ımicas
a lo largo del d´ıa y se desprecian los efectos de la qu´ımica nocturna.
Tabla 9: Modelo de Hess, P.G. y Madronich S. [24].
Reaccio´n Para´metro Valor
O3 −→ 2HO k4 6.9 · 10−8
NO2 + hν −→ NO + O3 k5 3.9 · 10−3
HO + CO −→ HO2 k8 2.4 · 10−13
NO + O3 −→ NO2 k11 7.9 · 10−15
HO2 + NO −→ HO + NO2 k12 9.6 · 10−12
HO + NO2 −→ HNO3 k13 1.3 · 10−11
Emisio´n −→ CO FCO O(102 − 107)
Emisio´n −→ NO FNO O(102 − 107)
O3 −→ Sumidero lO3 9.6 · 10−8
NO −→ Sumidero lNO 1.7 · 10−7
NO2 −→ Sumidero lNO2 7.2 · 10−7
Unidades Las constantes cine´ticas se expresan en cm3molec−1s−1 para las reacciones bimo-
leculares. Las frecuencias de foto´lisis y la tasa de desaparicio´n vienen expresadas en s−1. Las
emisiones se expresan en molec·cm−3s−1.
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4.2.5. Modelo de Krol y Poppe, 1998
Consideraciones En la evaluacio´n de los para´metros del modelo se considera una temperatu-
ra constante de 298 K y una densidad en nu´mero del aire de [M ] = 2.5 · 1019 cm−3. Se considera
una humedad relativa del 45%. No se considera la variacio´n de las constantes fotoqu´ımicas a lo
largo del d´ıa y se desprecian los efectos de la qu´ımica nocturna.
Tabla 10: Modelo de Krol, M.C. y Poppe, D. [31].
Reaccio´n Para´metro ValorValor
O3
H2O−→ 2HO + O2 JO3 2.7 · 10−6
NO2
O2−→ NO + O3 JNO2 8.9 · 10−3
NO + O3 −→ NO2 + O2 k1 1.93 · 10−14
HO + CO O2−→ HO2 + CO2 k2 2.44 · 10−13
HO2 + NO −→ HO + NO2 k3 8.53 · 10−12
HO2 + O3 −→ HO + 2O2 k4 2.3 · 10−15
2NO2 −→ H2O2 + O2 k5 2.95 · 10−12
HO + NO2 −→ HNO3 k6 1.12 · 10−11
HO + O3 −→ HO2 + O2 k7 1.75 · 10−3
Emisio´n −→ CO FCO O(102 − 107)
Emisio´n −→ NO FNO O(102 − 107)
NO −→ Sumidero lNO 5.0 · 10−6
NO2 −→ Sumidero lNO2 5.0 · 10−6
Unidades Las constantes cine´ticas se expresan en cm3molec−1s−1 para las reacciones bimo-
leculares. Las frecuencias de foto´lisis y la tasa de desaparicio´n vienen expresadas en s−1. Las
emisiones se expresan en molec·cm−3s−1.
4.2.6. Modelo de Field y Kalachev, 2001
Tabla 11: Modelo de Field, R.J. y Kalachev, L.V [26].
Reaccio´n Para´metro Valor
O3 + hν
H2O−→ 2HO + O2 k1 6.9 · 10−8
HO + CO O2−→ HO2 + CO2 k2 1.9 · 10−13
HO2 + O3 −→ HO + 2O2 k3 1.5 · 10−15
NO + O3 −→ NO2 +O2 k4 7.9 · 10−15
NO2 + hν
O2−→ NO + O3 k5 3.9 · 10−3
HO2 + NO −→ HO + NO2 k6 9.6 · 10−12
HO + NO2 −→ HNO3 k7 1.3 · 10−11
Emisio´n −→ CO FCO 5 · 105
Emisio´n −→ NO FNO 104 − 105
Transporte −→ O3 FO3 1.5 · 104
Consideraciones En la evaluacio´n de los para´metros del modelo se considera una temperatu-
ra constante de 253 K y una densidad en nu´mero del aire de [M ] = 1.5 · 1019 cm−3. Se considera
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una humedad relativa del 45%. No se considera la variacio´n de las constantes fotoqu´ımicas a lo
largo del d´ıa y se desprecian los efectos de la qu´ımica nocturna.
Unidades Las constantes cine´ticas se expresan en cm3molec−1s−1 para las reacciones bimo-
leculares. Las frecuencias de foto´lisis y la tasa de desaparicio´n vienen expresadas en s−1. Las
fuentes del sistema, ya sea por emisio´n o tranporte se expresan en molec·cm−3s−1.
4.2.7. Notacio´n
La notacio´n esta´ndar utilizada para expresar la concentracio´n de una especie resulta inco´mo-
da a la hora de manipular las ecuaciones. Por este motivo se toma una notacio´n ma´s natural,
que se utilizara´ en la discusio´n de los modelos anteriores.
Escribiremos x1, x2, x3, x4, x5 y x6 para denotar las concentraciones de CO, O3, NO, NO2,
HO y HO2. Ahora se puede plantear el balance de las especies segu´n la ecuacio´n (ver detalles





















i = 1÷ σ. (4.7)
A modo de ejemplo, se muestra las ecuaciones resultantes del modelo de Field y Kalachev:
dx1
dt
= FCO − k2x1x5 (4.8)
dx2
dt
= FO3 − k1x2 − k3x2x6 − k4x2x3 + k5x4 (4.9)
dx3
dt
= FNO − k4x2x3 + k5x4 − k6x3x6 (4.10)
dx4
dt
= k4x2x3 − k5x4 + k6x3x6 − k7x4x5 (4.11)
dx5
dt
= 2k1x2 − k2x1x5 + k3x2x6 + k6x3x6 − k7x4x5 (4.12)
dx6
dt
= k2x1x5 − k3x2x6 − k6x3x6. (4.13)
donde FX representa la entrada al sistema, poe emisio´n y/o tranporte, de la especie X. Esta
notacio´n se utilizara´ de ahora en adelante.
Nota importante: Los motivos de comodidad, a lo largo de la memoria no se volvera´ a hacer
referencia expl´ıcita a las unidades correspondientes a cada magnitud. Si no se indica lo contrario
se toman las unidades descritas en este cap´ıtulo.
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5. Metodolog´ıa basada en la teor´ıa cualitativa
5.1. Comentarios preliminares
Hasta ahora se han introducido los principales feno´menos que tienen lugar en la atmo´sfera, y
se han presentado los modelos matema´ticos escogidos para su estudio. En todos los casos esta´n
definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias.
T´ıpicamente se tomar´ıan estos modelos y se resolver´ıan nume´ricamente con la ayuda de un
ordenador. Esto es, dadas unas concentraciones presentes inicialmente en la atmo´sfera, se obten-
dr´ıa la concentracio´n de las diferentes especies transcurrido cierto tiempo. Esta forma “bruta”
de proceder a menudo no proporciona toda la informacio´n que el sistema contiene.
El origen de la teor´ıa cualitativa de ecuaciones diferenciales pretende dar respuesta a cues-
tiones como la estabilidad o el comportamiento asinto´tico (a largo plazo) de las soluciones,
caracterizando feno´menos como oscilaciones. Adema´s, en el estudio de un modelo, no es im-
portante u´nicamente co´mo pueden variar las soluciones al variar las condiciones iniciales sino,
¿co´mo variara´n las soluciones para modelos similares7? En el estudio cualitativo es interesante
conocer que´ variables y en que´ nu´mero so´n necesarias para describir completamente la dina´mica
del sistema, y en ese sentido existen te´cnicas para reducir la dimensio´n del problema considerado.
La teor´ıa cualitativa de ecuaciones diferenciales se atribuye a Henry Poincare´ (1854-1912),
quien introdujo este punto de vista para el estudio del problema de los tres cuerpos en Meca´nica
Celeste. Desde entonces, muchos autores han contribuido al desarrollo de esta teor´ıa y sus apli-
caciones han ido tomando terreno en gran cantidad de contextos, pues las cuestiones planteadas
en el pa´rrafo anterior surgen necesariamente en cualquier campo de la ciencia y de la te´cnica,
en particular tambie´n de la ingenier´ıa.
Uno de los objetivos de este proyecto es presentar herramientas para dar respuesta a tales
cuestiones. En este cap´ıtulo se presenta una metodolog´ıa, basada en la teor´ıa cualitativa de
ecuaciones diferenciales, que sera´ utilizada para estudiar los modelos presentados en el cap´ıtulo
anterior. Se trabajara´ intentando no perder generalidad, pues esta metodolog´ıa es ciertamente
aplicable a cualquier contexto donde aparezcan ecuaciones diferenciales. As´ı, el problema estu-
diado corresponde a la ecuacio´n general
x˙ = f(x, λ), x ∈ Rn. (5.1)
donde se ha denotado x˙ = dx/dt y λ indica la dependencia respecto a para´metros. La depen-
dencia temporal expl´ıcita no se considerara´ a no ser que se indique lo contrario.
Los ape´ndices B y C recogen un tratamiento ma´s profundo de las ideas donde, pese a las limi-
taciones de espacio, se pretende recopilar de forma sistema´tica los conceptos clave para facilitar
su seguimiento a quien no este´ familiarizado con ellos. El tratamiento riguroso de los ape´ndices
pretende remarcar el hecho que teor´ıa cualitativa no significa teor´ıa descriptiva, sino´ teor´ıa cuan-
titativa de baja resolucio´n.
7Los modelos utilizados para describir feno´menos tienen errores, ya sea en su concepcio´n o a la hora de
determinar experimentalmente los coeficientes que puedan aparecer. Es por ello importante estudiar co´mo estos
errones pueden afectar a la fiabilidad del modelo.
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5.2. Ana´lisis Lineal
Se deja de lado, de momento, la dependecia parame´trica y se empieza por discutir las solu-
ciones ma´s sencillas posibles para (5.1). E´stas no son ma´s que los puntos de equilibrio o estados
estacionarios, esto es, puntos que cumplen f(x∗) = 0.
La forma ma´s natural de iniciar el estudio de este tipo de soluciones es desarrollar f(x) en
serie de Taylor en x∗ hasta primer orden, obteniendo el sistema linealizado:
ξ˙ = Df(x∗)ξ, (5.2)
donde Df = [∂fi/∂xj ] es la matriz jacobiana de las primeras derivadas parciales de la funcio´n
f , y x = x∗ + ξ, |ξ|  1.
Es interesante conocer que´ tipo de informacio´n y de que´ forma puede obtenerse acerca de
x˙ = f(x) en base al ana´lisis de (5.2). La respuesta se apoya en dos importantes teoremas: el
teorema de Hartman-Grobman (teorema B.6) y el teorema de la Variedad Estable
(teorema B.7).
Es bien sabido que para una ecuacio´n lineal del tipo (5.2), los vectores propios8 de Df(x∗)
definen espacios invariantes para las soluciones (ape´ndice B.4) y que los valores propios determi-
nan la estabilidad. As´ı, todo el espacio de fases se puede descomponer como Rn = Es⊕Eu⊕Ec,
donde
Es = {vep de Df(x∗) de vap λ tal que Re(λ) < 0} Subespacio estable
Eu = {vep de Df(x∗) de vap λ tal que Re(λ) > 0} Subespacio inestable
Ec = {vep de Df(x∗) de vap λ tal que Re(λ) = 0} Subespacio centro
Se discute primero el caso en que no existe el subespacio centro, es decir, cuando Df(x∗)
carece de valores propios de parte real nula. Este tipo de sistemas se conocen como hiperbo´licos.
El teorema de la Variedad Estable asegura la existencia de dos variedades invariantes W s y
W u para el sistema no lineal, que juegan el mismo papel que los subespacios Es y Eu para el
sistema linealizado. Es ma´s, son tangentes en x∗ a sus respectivos subespacios (figura 13).
Figura 13: Visualizacio´n de los teoremas de Hartman-Grobman y de la Variedad Estable .
El teorema de Hartman-Grobman afirma que para el caso hiperbo´lico, las soluciones de (5.1)
entorno a x = x∗ y (5.2) entorno a ξ = 0 son (localmente) topolo´gicamente equivalentes.
8Si la matriz no diagonaliza se considerara´n vectores propios generalizados, esto es, una base de Jordan.
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Este concepto esta´ asociado a la idea intuitiva de que el retrato de fases (figura 13) de la izquier-
da se puede deformar continuamente hasta obtener el de la derecha y viceversa: ambos retratos
son cualitativamente iguales.
Conclusio´n: Sea un punto de equilibrio x∗ de x˙ = f(x). Si todos los valores propios de la
matriz Df(x∗) tienen parte real negativa, el sistema sera´ asinto´ticamente estable. Bastara´ que
so´lo uno de los valores propios tenga parte real positiva para que el sistema sea inestable.
Si algu´n valor propio de Df(x∗) tiena parte real nula, el estudio del sistema linealizado no es
suficiente para describir el comportamiento cualitativo del sistema. Adema´s, con frecuencia, los
modelos de sistemas f´ısicos dependen de para´metros. Al variar e´stos pueden aparecer cambios
en el comportamiento cualitativo de las soluciones conocidos como bifurcaciones. El feno´meno
de bifurcacio´n esta´ inevitablemente relacionado con la no hiperbolicidad (seccio´n 5.6).
En el caso de reacciones qu´ımicas algunos para´metros frecuentes son la temperatura, canti-
dad de sustancia catalizadora presente; transferencia de calor o materia con el entorno, por citar
algunos. En particular, en el contexto de la qu´ımica atmosfe´rica entontramos dos para´metros de
especial intere´s: el flujo solar y las emisiones de agentes precursores (NOx, COV’s, etc).
En este caso, es posible introducir algunos resultados u´tiles a la hora de abordar su estudio:
Seccio´n de Poincare´: es un acercamiento geome´trico que permite reducir la dimensio´n del
sistema involucrado y analizar el comportamiento de soluciones perio´dicas (ape´ndice B.8).
Reduccio´n a la Variedad Central: ana´logamente a las variedades invariantes hiperbo´licas,
existe una variedad central, W c, tangente a Ec. Proyectando las ecuaciones sobre la va-
riedad central se puede reducir la dimensio´n del sistema a la vez que se realiza el primer
paso en el estudio de equilibrios no hiperbo´licos (ape´ndice C).
Formas Normales: mediante adecuados cambios de variable se busca expresar las ecuaciones
del sistema de la forma ma´s “sencilla”posible.
La aplicacio´n de los dos u´ltimos puntos en el contexto de la qu´ımica atmosfe´rica en general,
y en particular en los modelos troposfe´ricos seleccionados (seccio´n 4.2), constituye el trabajo
central realizado en este proyecto.
5.3. Reduccio´n a la Variedad Central
Para poder reducir de forma sistema´tica la dimensio´n de un sistema y facilitar as´ı el estudio
cualitativo de las soluciones entorno a una bifurcacio´n se puede recurrir al teorema de la variedad
central [18]. Se dedica ı´ntegramente el ape´ndice C a introducir los tres resultados claves de la
teor´ıa de la variedad central, esto es:
- Existencia.
- Reduccio´n sobre la Variedad Central.
- Aproximacio´n de la Variedad Central.
T´ıpicamente, el contexto por excelencia en el cual tiene intere´s aplicar esta metodolog´ıa es
el caso en que no existe ninguna direccio´n hiperbo´lica inestable, es decir para todo valor propio
λ de Df(x∗) tenemos que Re(λ) ≤ 0.
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Sin pe´rdida de generalidad, puede realizarse una translacio´n para que x∗ sea el origen y
un cambio de variables tomando la direccio´n de los vectores propios. De este modo, el sistema
estudiado toma el aspecto
x˙ = Λcx+ fc(x, y)
y˙ = Λsy + fs(x, y)
, (x, y) ∈ Rn × Rm, (5.3)
donde Λc ∈ Mn×n(R) y Λs ∈ Mm×m(R) tienen valores propios de parte real nula y negativa
respectivamente. Las funciones fc y fs y sus primeras derivadas se anulan en el origen.
Por el teorema C.1 al ser W c tangente a Ec podemos representarla de forma local [18]:
W c = {(x, y)|y = h(x)}; h(0) = Dh(0) = 0 (5.4)
donde h : U ⊂ Rn 7→ Rm siendo U un entorno del origen.
Se considera pues la proyeccio´n de y = h(x) sobre la variedad central, conduciendo a:
x˙ = Λcx+ fc(x, h(x)) (5.5)
que recibe el nombre de sistema reducido a la variedad central. La ecuacio´n (5.5) contiene toda
la informacio´n sobre la dina´mica del sistema, puesto que el resto de direcciones son atraidas
exponencialmente hacia W c (ver figura 14).
Para el ca´lculo de h(x) se sustituye en y˙ = Λsy + fs(x, y) de forma que:
y˙ = Dh(x)x˙ = Dh(x){Λcx+ fc(x, h(x))} = Λsh(x) + fs(x, h(x)), (5.6)
que se resuelve con las condiciones iniciales h(0) = Dh(0) = 0. Esta es una ecuacio´n en derivadas
parciales y en general no se puede resolver anal´ıticamente. En algunos casos suele aproximarse
la solucio´n mediante series de potencias (teorema C.3), pero este me´todo no resulta computa-
cionalmente adecuado para nuestros intereses.
Figura 14: Atraccio´n de las soluciones por la variedad central.
El hecho principal que debe remarcarse aqu´ı es que, al ser W s estable, cualquier solucio´n
tiende as´ınto´ticamente sobre la variedad central y, en consecuencia, el sistema reducido sobre
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W c es topolo´gicamente equivalente al original.
Adema´s, puede comprobarse como la atraccio´n de las soluciones por parte de la variedad
central es exponecial. En consecuencia, esta reduccio´n no es puramente teo´rica, sino que adema´s
puede utilizarse para aproximar cuantitativamente las soluciones cerca del equilibrio en cuyo
caso se debe determinar el taman˜o del entorno de validez de esta aproximacio´n.
Por ejemplo, en el estudio de una bifurcacio´n de Hopf (seccio´n 5.6), que puede aparecer
en los modelos troposfe´ricos, es posible reducir el sistema original de 6 ecuaciones a uno de
2 ecuaciones sobre la variedad central bidimensional en la que se despliega la bifurcacio´n. De
hecho, en este caso puede reducirse a una u´nica ecuacio´n diferencial definida sobre los complejos.
5.4. Formas normales
En esta seccio´n puede asumirse que, para estudiar una bifurcacio´n, el sistema se ha reducido
a la variedad central. La idea ahora consiste en encontrar un cambio de coordenadas de forma
que la expresio´n del sistema sea lo mas “sencilla” posible.
No obstante, se describe el caso general de x˙ = f(x) que tiene un equilibrio en el origen. Se
busca un cambio de variable dado por x = h(y) (no confundir esta notacio´n con la introducida
en la seccio´n 5.3) de forma que el sistema resultante
y˙ = (Dh(y))−1f(h(y)) (5.7)
sea lo ma´s simple posible (en el mejor de los casos (5.7) sera´ lineal). La forma de encontrar este
cambio de variable, es introduciento sucesivos cambios h1, h2, etc. para eliminar progresivamente
los te´rminos del desarrollo de Taylor de (5.7) en el origen.
Escribiendo x˙ = f(x) en una base de vectores propios y desarrollando en serie de Taylor la
parte no lineal, se tiene:
x˙ = Λx+ f2(x) + f3(x) + . . .+ fk(x) + . . . (5.8)
donde fi es el te´rmino de orden i en el desarrollo de Taylor y Λ es una matriz que supondremos
diagonal cuyos elementos son los valores propios de Df(0). Se realiza ahora un cambio “cercano
a la identidad”, es decir, del tipo:
x = h(y) = y + P (y) (5.9)
donde P (y) es un polinomio homoge´neo de cierto grado. Si k es el menor orden tal que fk(x) 6= 0
que se desea eliminar, P (y) (por determinar) sera´ de grado k. La ecuacio´n (5.7) tendra´ la forma:
y˙ = (I +DP (y))−1f(y + P (y)) (5.10)
El te´rmino (I +DP (y))−1 se aproxima como una progresio´n geome´trica ((I + A)−1 = I −
A+A2 − . . .) y f se considera hasta el grado que se desea eliminar, es decir:
fk(y + P (y)) = fk(y) +Dfk(y)P (y) +Ok+1(y) = fk(y) +Ok+1(y) (5.11)
de modo que
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y˙ = (I −DP (y) +O(yk+1))(Λy + ΛP (y) + fk(y) +O(yk+1)). (5.12)
Desarrolando la ecuacio´n anterior y tomando u´nicamente los te´rminos de grado k se tiene
ΛP (y) + fk(y)−DP (y)Λy = 0. (5.13)
Observando la ecuacio´n (5.13) coordenada a coordenada, puede deducirse la ecuacio´n





λjyj = 0. (5.14)
Ahora queda ver que´ coeficientes deben escogerse para P (y) con tal de cumplir la ecuacio´n








donde ϕn(k) = #{(k1, . . . , kn)|
∑n
i=1 ki = k} y y = (y1, . . . , yn). O´bviamente, el te´rmino fk tam-






i , y la ecuacio´n (5.14) puede plantearse
para cada monomio por separado. Es fa´cil ver que la ecuacio´n para pj es
λipj + dj − pj
n∑
s=1
λsks = 0. (5.16)
La expresio´n (5.16) puede resolverse si, y so´lo si, se cumple
∑
s λsks − λi 6= 0, expresio´n que
se conoce como divisor del me´todo de la forma normal. Si para un determinado grado k, existen
k1 + . . . + kn = k tal que
∑
s λskx = λi para algu´n i, se dice que existe una resonancia de
grado k y el te´rmino jugara´ un papel importante en la dina´mica del sistema. Este te´rmino no
podra´ ser eliminado en la expresio´n final (5.7).
5.5. Ca´lculo de la Variedad Central
Una vez introducido el concepto de formas normales y los cambios de variable cercanos a
la indentidad del tipo (5.9), puede plantearse un nuevo acercamiento para el ca´lculo de W c.
Esta forma de ca´lculo es general y computacionalmente ma´s eficiente que (5.6), como se vera´ a
continuacio´n.




(x, y) ∈ Cn × Cm (5.17)
donde Λc ∈Mn×n(C) y Λs ∈Mm×m(C) son matrices diagonales cuyos elementos tienen, respec-
tivamente,. parte real nula y negativa.
En el ape´ndice B.4 se argumenta que el subespacio invariante Ec es el que corresponde al su-
pespacio de vectores propios cuyos valores propios pertenecen al espectro de Λc. Este subespacio
vectorial esta´ asociado a una variedad lineal de dimensio´n n que no es ma´s que el hiperplano
{y = 0}. As´ı, en el sistema lineal, la variedad central queda determinada por la relacio´n
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W c = {(x, y)|y = 0}. (5.18)
Llegados a este punto, puede plantearse la siguiente pregunta: ¿que´ condiciones deber´ıan
cumplir las ecuaciones del sistema no lineal (5.3) para que la variedad central fuera de la forma
(5.18)?
De forma intuitiva puede verse que ser´ıa necesario que cualquier punto de la variedad {y = 0}
no pudiera salir de e´sta, es decir que se cumpla y˙ = 0 si y = 0. Ma´s concretamente:
y˙(x, 0) = Λs0 + fs(x, 0) = 0 (5.19)
que implica:
fs(x, 0) = 0 (5.20)
Ahora bien, (5.20) se traduce en el hecho de que todos los te´rminos del desarrollo en serie
de potencias de fs deben incluir almenos una componente de y.
As´ı, se pretende eliminar algunos te´rminos de fs a partir del algoritmo de formas normales.
En concreto, aquellos te´rminos que contienen u´nicamente x. De este modo, el sistema reducido
a su variedad central sera´:
x˙ = Λcx+ fc(x, 0) (5.21)
As´ı, el objetivo es encontrar una descripcio´n de la dina´mica en un entorno (tan grande como
sea posible) del or´ıgen. Esto es, realizar cambios de variables con el objetivo de desacoplar (hasta
un orden finito) el comportamiento hiperbo´lico del comportamiento no hiperbo´lico. Esto puede
pensarse como una forma normal parcial. Los detalles de la implementacio´n del me´todo se dara´n
en el cap´ıtulo 6.
5.6. Estudio de bifurcaciones
Se ha sen˜alado con anterioridad que, en general, los modelos f´ısicos dependen de para´me-
tros que al variar pueden provocar cambios cualitativos en el comportamiento del sistema. Este
feno´meno se conoce como bifurcacio´n.
En concreto, consideremos el sistema:
x˙ = f(λ, x), (5.22)
donde x ∈ Rn es la variable y λ ∈ Rk es un conjunto de para´metros. Al variar λ, el retrato
de fases del sistema variara´, y esto so´lo puede ocurrir de dos formas: o bien el sistema per-
manecera´ topolo´gicamente equivalente al original, o no. As´ı podemos dar la
Definicio´n 5.1. La aparicio´n de un retrato de fases no equivalente topolo´gicamente bajo la
variacio´n de para´metros se llama bifurcacio´n.
¿Cua´l es la esencia de este feno´meno? Dado un punto fijo x∗, si Dxfλ(x∗) no tiene ningu´n
valor propio nulo, entonces detDxfλ(x∗) 6= 0 y por el teorema de la Funcio´n Impl´ıcita puede
asegurarse que los puntos de equilibrio variara´n continuamente con λ. En el caso que exista
un punto de equilibrio tal que Dxfλ(x∗) tenga un valor propio cero, el Teorema de la Funcio´n
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Impl´ıcita ya no se cumple y pueden aparecer distintas ramas de equilibrio. Sin embargo, esta
condicio´n no es estr´ıctamente necesaria pues una bifurcacio´n puede tener lugar sin que aparezcan
o desaparezcan nuevos puntos fijos (como se vera´ en la bifurcacio´n de Hopf).
Un ejemplo t´ıpico es el sistema unidimensional fλ(x) = λx− x3 cuya derivada es Dfλ(x) =
µ− 3x2. Puede comprobarse que para λ ≤ 0 existe un u´nico punto fijo x∗ = 0 y e´ste es estable
(Dfλ(x∗) ≤ 0). No obstante, para λ > 0 el punto de equilibrio se vuelve inestable y aparecen
otros dos x∗± = ±
√
λ. Puede comprobarse su estabilidad evaluando la derivada Dfλ(x∗±) = −2λ.
Este comportamiento se muestra en la figura 15 que es la representacio´n del espacio (λ, x).
Un diagrama de este tipo se conoce como diagrama de bifurcacio´n y el punto (λ0, x0), donde la
solucio´n deja de ser estructuralmente estable9 se conoce como punto de bifurcacio´n.
Figura 15: Ejemplo de diagrama de bifurcacio´n para fµ(x) = µx− x3.
En esta seccio´n se describen los casos ma´s simples de bifurcaciones en el equilibrio (a nivel
local). Puede encontrarse ma´s informacio´n en [14], [18], [43], [48] y [57]. Las bifurcaciones a
tratar pueden clasificarse segu´n:
- Un u´nico valor propio nulo en el punto de bifurcacio´n:
• Silla-nodo: x˙ = λ− x2
• Transcr´ıtica: x˙ = λx− x2
• de horquilla: x˙ = λx− x3
- Una pareja de valores propios imaginarios (±ωi):
• de Hopf: {
x˙ = −y + x(λ− (x2 + y2))
y˙ = x+ y(λ− (x2 + y2))
Veremos ma´s adelante que en sistemas con reaccio´n qu´ımica puede darse una bifurcacio´n de
Hopf.




Sea el sistema (5.22) con un punto de equilibrio (λ0, x0) que tiene un valor propio nulo (linea-
lizado). El teorema de la variedad central nos permite estudiar el sistema como si x fuera de una
dimensio´n. En concreto, podemos afirmar la existencia de una variedad central bidimiensional
Σ ⊂ Rn × R que pasa por (λ0, x0) tal que:
1. El espacio tangente a Σ en (λ0, x0) consta de un vector propio de Dfλ(x0) de valor propio
0 y de un vector paralelo al eje λ.
2. Σ ∈ Cr en un entorno de (λ0, x0).
3. El campo vectorial que define (5.22) es tangente a Σ.
4. Existe un entorno U ⊂ Rn × R de (λ0, x0) tal que todas las trayectorias contenidas en U
para todo t van a parar a Σ.
Figura 16: Bifurcacio´n silla-nodo.
Estudiando la variedad central Σ obtenemos una familia uniparame´trica (λ) que llamaremos
reduccio´n de la bifurcacio´n.
Las condiciones de transversalidad que debera´n cumplirse para tener una bifurcacio´n silla-
nodo son (dfλ0/dx)(x0) = 0 y (∂fλ0/∂λ)(x0) 6= 0. Por u´ltimo, una condicio´n adicional es
(d2fλ0/dx
2)(x0) 6= 0, necesaria para que la curva de equilibrio sea tangente al eje λ = λ0.
5.6.2. Transcr´ıtica
Como en el caso de la bifurcacio´n silla-nodo, se considera el sistema (5.22) con un punto de
equilibrio (λ0, x0) que tiene un valor propio nulo (linealizado). Esta vez, sin embargo en lugar
de cumplirse la condicio´n (∂fλ0/∂λ) 6= 0 se plantea la condicio´n (∂2fλ0/∂λ∂x) 6= 0, que implica
un comportamiento (topolo´gicamente) equivalente al de la figura 17.
Figura 17: Bifurcacio´n transcr´ıtica.
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5.6.3. Horquilla
Otra variante de la bifurcacio´n silla-nodo es la de horquilla, que se obtiene al sustituir la
condicio´n de tangencia por (∂3fλ0/∂x
3) 6= 0. En el punto de bifurcacio´n la estabilidad del punto
de equilibrio cambia y aparece un nuevo par de puntos fijos de estabilidad sime´trica.
Figura 18: Bifurcacio´n de horquilla.
5.6.4. Hoft
Sea el sistema (5.22), esta vez con un equilibrio en el cual Dfλ0 tiene un par de valores
propios imaginarios de la forma ±ωi, ω > 0. La principal caracter´ıstica de este feno´meno es que
las dimensiones de las variedades estable e inestable cambian al haber un cambio de signo en la
parte real de dichos valores propios.
Figura 19: Bifurcacio´n de Hopf.
Debido al cambio en la estabilidad del punto de equilibrio aparecen o´rbitas periodicas pasado
el punto de bifurcacio´n (si el equilibrio es inicialmente estable). La figura 20 ilustra este hecho.
En la figura de la izquierda se observa un foco (equilibrio hiperbo´lico con algu´n valor propio
complejo) estable para µ < µ0. Para el valor del para´metro µ = µ0 se produce la bifurcacio´n
(figura central). En la figura de la derecha (µ > µ0) se observa el cambio de estabilidad del foco
que provoca la aparicio´n de un ciclo l´ımite.
En general, en funcio´n de la multiplicidad del foco, puede aparecer ma´s de un ciclo l´ımite
[33] [38]. Existen diferentes formas de estudiar lo que sucede en cada caso, en particular carac-
terizaremos la bifurcacio´n a partir del ca´lculo de la forma normal.
Finalmente, es sencillo ver que´ aspecto tendra´ la forma normal de un sistema general que
presenta una bifurcacio´n de Hopf. Para ello es suficiente ver cua´les son los te´rminos resonantes.
Sea el sistema en el plano (escrito en base de vectores propios)
x˙ = iωx+ p(x, y)
y˙ = −iωy + q(x, y), (5.23)
Memoria 49
Figura 20: Aparicio´n de una o´rbita periodica debido al cambio de estabilidad de un foco.
donde p y q son funciones anal´ıticas que, junto con sus derivadas, se anulan en el origen. Es
inmediato plantear la condicio´n de resonancia
(k + 1)i+ k(−i) = i, (5.24)
por lo que los te´rminos resonantes son de la forma xk+1yk en el desarrollo de p(x, y) y son
xkyk+1 en el desarrollo de q(x, y). En particular, el sistema se puede escribir mediante una u´nica
ecuacio´n de variable compleja
z˙ = ωiz + a3z2z + a5z3z2 + . . .+ a2k+1zk+1zk + . . . , (5.25)





En este cap´ıtulo se describen las herramientas informa´ticas desarrolladas para llevar a cabo
el ana´lisis de los modelos introducidos en el cap´ıtulo 4.
Se ha realizado un esfuerzo considerable para permitir modificar para´metros, an˜adir y quitar
reacciones, incorporar nuevas especies, etc. sin que suponga un esfuerzo por parte del usuario
para plantear las ecuaciones asociadas en cada situacio´n.
Adema´s, las rutinas se han elaborado con la mayor generalidad posible para poderlas aplicar
a otros contextos o puedan ser modificadas para incluir otros aspectos del ana´lisis de sistemas
dina´micos no considerados aqu´ı.
As´ı, el programario que se presenta en este proyecto esta´ constituido de dos partes:
1. El programa KINDYNO3. Este ejecutable permite aplicar los me´todos de ana´lisis de sis-
temas dina´micos del cap´ıtulo 5 a los modelos de qu´ımica atmosfe´rica considerados, y en
general, ofrece estudiar cuantitativamente cualquier sistema qu´ımico que el usuario intro-
duzca. Adema´s, incorpora los modelos descritos en el cap´ıtulo 4.
2. Una serie de rutinas en C y C++, que forman parte del programa KINDYNO3 y que se
presentan ordenadas y comentadas para su futura revisio´n, ampliacio´n y/o aplicacio´n en
otros contextos.
6.1. La aplicacio´n KINDYNO3
En esta seccio´n se describe el funcionamiento del programa KINDYNO3. Al ejecutar el
archivo kindynO3.exe aparecera´ el siguiente menu´
********************************************************
* MENU PRINCIPAL *
* ************** *
* *
* 1. Ozono Estratosferico *
* 2. Ozono Troposferico *
* 3. Mecanismo General *




La opcio´n Ozono Estratosferico permite estudiar el modelo de la seccio´n 4.1, la opcio´n
Ozono Troposferico da acceso a los diferentes modelos para la troposfera detallados en la
seccio´n 4.2 y la opcio´n Mecanismo General permite al usuario introducir cualquier mecanismo
qu´ımico general.
6.1.1. Ficheros de Ozono Estratofe´rico
Al seleccionar la opcio´n Ozono Estratosferico se pregunta por el archivo principal que
recoge los datos requeridos (tablas 3, 4 y 5). En esta seccio´n se describe la estructura que deben
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tener los archivos de datos y en el ape´ndice G.1 se muestra una coleccio´n de archivos que se ha
usado en las simulaciones.
Tras confirmar si desea introducir los datos para definir el modelo, aparece el siguiente
mensaje, al que debe responderse con el nombre del fichero principal:
CARGAR FICHERO DE DATOS
Nombre del fichero de datos: foto.txt
Para ilustrar mejor la explicacio´n, se nombran los ficheros como en el ejemplo del ape´ndice
G.1 aunque, por descontado, el usuario es libre de modificar estos nombres.
Fichero principal: foto.txt
El fichero principal, en este caso llamado foto.txt debe incluir el nu´mero de especies y
reacciones involucradas, as´ı como los nombres de los archivos donde se guardara´ la siguiente
informacio´n:
1. Datos cine´ticos.
2. Datos de la particio´n de la estratosfera.
3. Datos de condiciones iniciales.
Se recomienda ver el archivo de ejemplo en el ape´ndice G.1.1.
Fichero de datos cine´ticos: kin.txt
Este fichero guarda el nombre de todas las sustancias involucradas, as´ı como la opcio´n de
mantener constante la concentracio´n de cada especie (0 si es constante, 1 si se considera su
variacio´n). A continuacio´n se pide el nu´mero de reacciones fotoqu´ımicas y, por u´ltimo, la infor-
macio´n de cada reaccio´n por separado. Esta informacio´n se introduce en tres l´ıneas y depende
de si se trata de una reaccio´n qu´ımica esta´ndar o fotoqu´ımica.
Las dos primeras l´ıneas son comunes a ambos tipos y se trata, respectivamente, de los
coeficientes estequiome´tricos y los o´rdenes de reaccio´n de cada especie. La tercera l´ınea depende
del tipo de reaccio´n segu´n:
Si la reaccio´n no es fotoqu´ımica, se introduce una n seguida de los valores Aj , A−j , Ej
y E−j que son los factores preexponenciales y energ´ıas de activacio´n para las reacciones
directa e inversa.
Si la reaccio´n s´ı es fotoqu´ımica, se introduce una s seguida del nombre del fichero que
contiene los datos de rendimiento cua´ntico y seccio´n de absorcio´n para distintas longitudes
de onda. A continuacio´n debe figurar un entero que indica el me´todo de interpolacio´n
(ape´ndice E.1) mediante el cual se desea extraer los datos anteriores (1: polinomial, 2:
racional, 3: cubic splines, 4: interpolacio´n lineal). Finalmente se indicara´ el nombre de
los archivos de texto donde se guardara´n los valores interpolados y as´ı permitir detectar
errores que puedan surgir en esta etapa.
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Gracias a la opcio´n de interpolacio´n se pueden introducir sin problemas datos a diferentes
longitudes de onda, λ. Es impensable disponer del flujo solar, de rendimientos cua´nticos y de
secciones de absorcio´n para los mismos valores de λ. Lo mismo sucedera´ con valores de concen-
traciones o temperatura, que se requieren a las mismas alturas. Adema´s de homogeneizar los
datos, esta interpolacio´n permite mejorar la integracio´n de la ecuacio´n (4.4).
Se recomienda ver el archivo de ejemplo en el ape´ndice G.1.2.
Fichero de particio´n de la atmo´sfera: grid.txt
Este fichero debe incluir por este orden:
Nu´mero de particiones en que se desea dividir la estratosfera.
Altura ma´xima considerada.
Altura mı´nima considerada.
Nombre del fichero donde se guarda el perfil de temperatura, un entero que indica el
me´todo de interpolacio´n y el fichero donde se desea salvar el perfil interpolado.
Se recomienda ver el archivo de ejemplo en el ape´ndice G.1.3.
Fichero de condiciones iniciales: init.txt
Por u´ltimo, este fichero debe contener las condiciones iniciales de flujo solar (en la parte
superior) y concentracio´n de las especies.
El primer entero simboliza el nu´mero de valores de longitudes de onda para las cuales se
conoce el flujo solar. A continuacio´n se introducen los pares (λ, I(λ)). Los dos enteros siguientes
corresponden al nu´mero de valores de I que deben extraerse por interpolacio´n y al me´todo uti-
lizado. Esta misma cantidad de valores sera´n extra´ıdos para el rendimiento cua´ntico y seccio´n
de absorcio´n de las diferentes reacciones fotoqu´ımicas.
En cuanto a las concentraciones, el siguiente entero indica el nu´mero de valores de concen-
tracio´n que se conocen a distintas alturas, los cuales se interpolan a las alturas donde se han
definidos los niveles. Con otro entero se escoge el me´todo de interpolacio´n. Antes de introducir
propiamente los valores de concentracio´n se indica el nombre de un fichero de texto para cada
especie que guardara´ los valores interpolados.
Se recomienda ver el archivo de ejemplo en el ape´ndice G.1.5.
Ficheros auxiliares
Faltan por discutir los ficheros donde se guarda el perfil de temperatura y los datos fotoqu´ı-
micos.
El perfil de temperatura empieza por un entero, que indica el nu´mero de puntos que se co-
nocen. A continuacio´n se adjuntan los pares (z, T (z)) que definira´n el perfil. Ver ape´ndice G.1.4
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Los datos fotoqu´ımicos se introducen de forma ana´loga. En primer lugar la seccio´n de ab-
sorcio´n, y a finalmente el rendimiento cua´ntico. Ver ape´ndice G.1.6 a G.1.12.
6.1.2. Estudio de Ozono Estratofe´rico
Si los ficheros de datos anteriores se cargan con e´xito aparece el siguiente mensaje:
Fichero principal cargado con exito.
Fichero cinetico cargado con exito.
Fichero estratosferico cargado con exito.
Fichero de condiciones iniciales cargado con exito.
Entonces se tiene acceso a una nueva pantalla donde aparece un u´ltimo panel de preguntas
que se muestra a continuacio´n:
*******************************************************
* INTEGRACION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES *
*******************************************************
Fichero para guardar los resultados:
Tiempo de integracion:
Paso inicial de integracion:
Numero de puntos que desea obtener:
Se indica de este modo el fichero donde sera´n salvados los resultados de la simulacio´n, el
tiempo durante el cual se desea integrar las ecuaciones y una primera aproximacio´n del paso de
integracio´n a utilizar. Finalmente se introduce el nu´mero de puntos que se desean guardar (el
fichero de resultados incrementara´ su taman˜o de forma considerable con esta decisio´n).
El me´todo nume´rico utilizado es un Runge-Kutta-Fehlberg de o´rdenes 7 y 8. La imple-
mentacio´n de este me´todo se encuentra en la librer´ıa rk78.h.
En cuanto al resultado guardado, en primer lugar se presenta ordenadamente la evolucio´n de
cada una de las especies: las filas representan un instante de tiempo y las columnas cada nivel
de la estratosfera.
Seguidamente se obtiene el flujo solar en el instante final, donde el tiempo se sustituye por
la longitud de onda.
Por u´ltimo se obtiene la evolucio´n de las constantes cine´ticas para las distintas alturas.
6.1.3. Ozono Troposfe´rico
Volviendo al menu´ principal, al seleccionar la opcio´n Ozono Troposferico al usuario se le




* * OZONO TROPOSFERICO * *
* ********************** *
* 1. Modelo de Stewart, 1995. *
* 2. Modelo de Poppe & Lustfeld, 1996. *
* 3. Modelo de Hess & Madronich, 1997. *
* 4. Modelo de Krol & Poppe, 1998. *
* 5. Modelo de Field & Kalachev, 2001. *
* 6. Volver al Menu Principal *
* OPCION: *
********************************************************




* * MODELOS TROPOSFERICOS * *
* ************************* *
* *
* 1. Analisis numerico directo *
* 2. Encontrar estado estacionario *
* 3. Variedad Central y Formas Normales *
* 4. Volver al Menu Principal *
* OPCION: *
********************************************************
Selecionando ana´lisis nume´rico directo se analiza “de forma bruta” el modelo selec-
cionado, esto es, se integran las ecuaciones asociadas. La forma de llamar al integrador es igual
que en la estratosfera pero esta vez se puede escoger entre el rk78 y un me´todo de integracio´n
especial para sistemas stiff. E´ste ultimo corresponde a la rutina stiffbs de [40] que consiste en
un me´todo semi-impl´ıcito de extrapolacio´n. Adema´s, debera´ indicarse el valor de las emisiones
de CO y NO como se muestra a continuacio´n
Fichero para guardar los resultados:
Tiempo de integracion:
Paso inicial de integracion:
Numero de puntos que desea obtener:
RK78 (1) o Stiff (2):
Emision de CO:
Emision de NO:
La opcio´n Encontrar estado estacionario permite buscar los puntos de equilibrio y va-
lores propios asociados tomando como para´metros las emisiones de CO y NO, comunes a todos
los modelos. Esta opcio´n es u´til para detectar bifurcaciones, pues un cambio de signo en la parte
real de un valor propio es sen˜al de este feno´meno. Se pide la informacio´n siguiente:
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Fichero para guardar los resultados:
Flujo de CO minimo:
Flujo de CO Maximo:
Numero de puntos:
Flujo de NO minimo:
Flujo de NO Maximo:
Numero de puntos:
A partir del nu´mero de puntos escogidos para cada para´metro se elabora una red de casos
a estudiar. Los estados estacionarios se encuentran por el me´todo de Newton cla´sico, si bien
tambie´n se incorpora la rutina newt de [40], mejorada para obtener convergencia global.
Finalmente, seleccionando Variedad Central y Formas Normales se fija un valor para las
emisiones de CO10 y se busca una bifurcacio´n para las emisiones de NO. En el punto de bifur-
cacio´n, si la bifurcacio´n es de Hopf, se reduce el sistema a la variedad central y se calcula la
forma normal del sistema reducido. Las expresiones obtenidas se plantean tambie´n para valores
del para´metro superiores al punto de bifurcacio´n.
6.1.4. Mecanismo General
La u´ltima opcio´n disponible en el menu´ principal es Mecanismo General. Esta opcio´n per-
mite introducir cualquier mecanismo qu´ımico.
La forma de introducir los datos es parecida al modelo estratosfe´rico. No obstante, esta vez
so´lo es necesario elaborar un fichero de texto para recoger la informacio´n necesaria para plantear
las ecuaciones.
En el ape´ndice G.2 se incluye un ejemplo muy sencillo para ilustrar la composicio´n del fichero
de texto requerido. El ejemplo consta de 3 tres especies qu´ımicas A, B y C que pueden reaccionar
mediante 2 reacciones reversibles
A + B  C (6.1)
A + 2C  B (6.2)
El fichero debe empezar por dos enteros, el nu´mero de especies (3 para el ejemplo) y el
nu´mero de reacciones (2 para el ejemplo). A continuacio´n debe escribirse una linea de texto
para cada sustancia donde se indica, por este orden, el nombre, un entero (1 si la concentracio´n
es variable o 0 si es constante) y la concentracio´n inicial de dicha especie qu´ımica.
Finalmente se detalla la informacio´n de cada reaccio´n qu´ımica del mismo modo que en el
modelo troposfe´rico, con la salvedad de no poder introducir reacciones fotoqu´ımicas. Adema´s,
ya no debe incluirse la letra n antes de los coeficientes de la ley de Arrhenius.
Las ecuaciones cine´ticas definidas pueden integrarse con los mismos me´todos que los utiliza-
dos en el estudio de la troposfera. Sin embargo, debido al grado de generalidad de las ecuaciones
resultantes, la reduccio´n a la variedad central y el ca´lculo de la forma normal no esta´n disponibles.
10Valores de CO correspondientes a los encontrados en la bibliograf´ıa.
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6.2. Fundamento del manipulador algebraico
6.2.1. Motivacio´n
El primer aspecto a considerar es co´mo construir un manipulador algebraico eficiente, de
forma que el co´mputo de la forma normal (truncada) sea lo ma´s ra´pido posible y usando un
mı´nimo de memoria. Para ello se ha escogido un lenguaje eficiente como C y C++.
En nu´cleo central de las rutinas aqu´ı presentadas se han tomado de [25], donde se enfoca el
problema en el contexto de la Meca´nica Celeste y muchos de los ca´lculos se plantean utilizando
particularidades de sistemas Hamiltonianos. As´ı, pese a una gran robustez en el ca´lculo, muchos
de los algoritmos no son aplicables fuera de ese contexto.
No obstante, el trabajo de [25] refleja un gran esfuerzo para presentar las rutinas de forma
que puedan ser modificadas por otros usuarios. As´ı, dicho trabajo se ha extendido de forma
satisfactoria a un contexto ma´s general, donde la u´nica limitacio´n es el nu´mero de variables del
sistema.
En definitiva, se presenta una serie de rutinas para manipular polinomios de seis variables y
de grado arbitrario, pudiendo sumar, multiplicar o derivar estos objetos. Estas rutinas ba´sicas
forman la base para implementar los cambios de variable y sustituciones necesarias para los
algoritmos de reduccio´n a la variedad central y de ca´lculo de la forma normal.
La limitacio´n de tiempo asociada a este proyecto no ha permitido generalizar las rutinas
para contemplar tambie´n un nu´mero arbitrario de variables. Se deja abierta esta cuestio´n y se
sen˜ala que en caso de ser necesario, esta ampliacio´n podr´ıa ser realizada.
6.2.2. Paquetes de sofware comerciales
Existe software comercial capaz de realizar, al menos supuestamente, los ca´lculos requeridos.
Los ma´s conocidos son Maple y Mathematica. Estos programas tienen la ventaja de ser muy
generales, pero por otro lado tienen el problema de ser muy poco eficientes para un problema
concreto, tanto respecto al tiempo de ca´lculo como a desbordamientos de memoria.
Para problemas de baja dimensio´n y ca´lculos de orden pequen˜o o bajo, este software resulta
adecuado. Sin embargo, si los calculos preveen o´rdenes o nu´mero de variables elevados, los pa-
quetes de software comercial no son competitivos con un programa a medida.
El lenguage de programacio´n utilizado es ANSI C, aunque tambie´n se incorporan algunas
subrutinas en C++, por ejemplo para la manipulacio´n de nu´meros complejos. La versatilidad de
la programacio´n orientada a objetos de C++ permite co´modamente definir una clase de nu´meros
complejos y sobrecargar los operadores aritme´ticos para tratarlos como cualquier tipo de datos
esta´ndar. El lenguage C permite controlar de forma eficiente la memoria dina´mica utilizada por
el programa.
6.2.3. Almacenaje y recuperacio´n de monomios
A continuacio´n se argumenta la forma utilizada para almacenar y manipular los monomios,
que sera´n las unidades basicas para definir polinomios arbitrarios de seis variables.
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En lo sucesivo, se asume que el conjunto de los nu´mero naturales, N, contiene al cero. El
problema planteado es almacenar la informacio´n relativa a un polinomio homogeneo Pn de grado






donde se denota xk = xk00 · · ·xk55 y |k| = k0+ . . .+ k5. Se define ϕ6(n) = #{k ∈ N6 tal que |k| =
n}, que no es ma´s que el nu´mero de monomios de Pn.
As´ı, para almacenar un polinomio homoge´neo es preciso un vector de ϕ6(n) componentes, y el
ı´ndice que corresponde a un componente del vector correspondera´ un´ıvocamente a un monomio.
El tipo de vector utilizado dependera´ del tipo de coeficientes del polinomio. Esta forma de
almacenar la informacio´n requiere dar respuesta a dos tareas:
- dada una posicio´n dentro del vector, esto es, un entero entre 0 y ϕ6(n)− 1, determinar el
multi´ındice k ∈ N6 que corresponde a ese coeficiente.
- rec´ıprocamente, conocido el multi´ındice que determina cierto monomio, es preciso saber
en que´ lugar almacenarlo.
Para implementar esto de forma eficiente se introduce un vector de nu´meros enteros del
mismo taman˜o que el vector que define los coeficientes del polinomio. Cada componente de este
vector contiene una codificacio´n adecuada del multi´ındice asociado al monomio correspondiente.
De este modo, si se busca el monomio relativo a la componente j del polinomio homogeneo,
sera´ preciso descodificar la componente j del nuevo vector.
Para definir un multi´ındice es preciso conocer so´lo 5 de las 6 variables puesto que se conoce
el grado total del monomio. As´ı, se codificara´n los ı´ndices k1, . . ., k5. Para ello se utiliza un
nu´mero de 32 bits, de forma que cada coeficiente dispone de 6 bits, y 2 bits se pierden. Esta
decisio´n limita el grado ma´ximo del polinomio a 63, que es mucho ma´s de lo que se necesita.
A continuacio´n, se describen las subrutinas recogidas en la librer´ıa mp6.h [25], que imple-
menta lo argumentado hasta ahora.
Rutina imp6
Esta rutina debe ser llamada antes de utilizar ninguna de las rutinas del manipulador alge-
braico. En ella se almacena memoria suficiente para trabajar con polinomios del grado indicado
o inferior. El u´nico para´metro de entrada para esta rutina es nr que contiene el ma´ximo grado
que se pretende usar.
Reservar correctamente la memoria requerida pasa por conocer el nu´mero de monomios que
debera´n ser guardados. En general, se define ϕi(n) como
ϕi(n) = #{k ∈ Ni tal que |k| = n}, (6.4)











Es preciso definir un orden dentro del conjunto de multi´ındices de un determinado grado. As´ı,
si k es un multi´ındice de grado n, definimo k como el nu´mero entero (en base n+1) k5k4k3k2k1k0
(por ejemplo, si k = (1, 2, 3, 4, 5, 6) entonces k = 654321). Entonces, el orden viene dado por
k(1) < k(2) ⇔ k(1) < k(2). (6.6)
De este modo se almacenan los componentes de cada multi´ındice en la variable clmo: el
primero sera´ el (i,0,0,0,0,0) y el resto se generan mediante la rutina prxk6. La forma de
codificar un multi´ındice es
k1 + k2 × 26 + k3 × 212 + k4 × 218 + k5 × 224. (6.7)
Rutina amp6
Esta subrutina sirve para liberar toda la memoria reservada por la rutina imp6. Una vez
llamada, para utilizar nuevamente cualquier rutina del paquete es preciso utilizar imp6 otra vez.
Rutina llex6
Dada la localizacio´n loc y el grado no de un multi´ındice, llex6(loc,k,no) guarda en k el
multi´ındice correspondiente, cuya codificacio´n se guarda en clmo[no][loc]. La decodificacio´n
es sencilla usando la funcio´n mo´dulo en (6.7).
Rutina exll6
Dado un multi´ındice k de grado no, exll6(k,no) devuelve la localizacio´n correspondiente.
Para implementar esta rutina se define k(5) como (k0, . . . , k4) de grado n5 = n − k5. Entonces
debe calcularse
1. el nu´mero de multi´ındices (l0, . . . , l5) de 6 variables con grado n tales que 0 ≤ l5 < k5,
2. el lugar correspondiente a k(5) sobre los multi´ındices 5 variables de grado n5,
y la suma de estas dos cantidades es la localizacio´n buscada. El primero de estos nu´meros es
ϕ5(n5 + 1) + . . . + ϕ5(n). El segundo numero corresponde al mismo problema que se pretende
resolver pero reducido en una dimensio´n, luego podemos aplicar el algoritmo de forma recursiva
hasta alcanzar dimensio´n 2, donde la solucio´n se vuelve trivial.
Rutina ntph6
Esta rutina devuelve el nu´mero de monomios de un cierto grado.
Rutina prxk6
Esta rutina sirve para construir todos los multi´ındices de una determinado grado. En con-
creto, dado un multi´ındice k, devuelve el siguiente multi´ındice segu´n el orden establecido en (6.6).
6.3. Operaciones con polinomios
Las rutinas comentadas en esta seccio´n corresponden a la librer´ıa Polarit6.h. El objetivo
de este proyecto es obtener un paquete bastante general de forma que en el desarrollo de estas
subrutinas no ha sido posible implementar optimizaciones relacionadas con la simetr´ıa del prob-
lema como en [25].
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Gracias a la estructura de datos presentada anteriormente, elaborar estas subrutinas no resul-
ta conceptualmente complicado, sin embargo el orden de magnitud de los ca´lculos involucrados
en su ejecucio´n dificulto´ considerablemente la tarea de depuracio´n de los algoritmos.
6.3.1. Polinomios homoge´neos
Sean p1 y p2 dos vectores que contienen la informacio´n de dos polinomios homogeneos de
grados g1 y g2, respectivamente.
Si g1=g2 e interesa calcular p1+p2 en otro vector p3, resulta inmediato si se conoce el nu´mero
de monomios nm (con la subrutina ntph6):
for (i=0; i<nm; ++i) p3[i]=p1[i]+p2[i];
donde la u´nica suposicio´n es que el operador + esta´ definido para el tipo de coeficientes de los
polinomios. Futuras versiones del co´digo podr´ıan incluir la redefinicio´n de los polinomio en clases
de forma que, sobrecargando los operadores aritme´ticos, la lectura del co´digo resultara mucho
ma´s amigable.
Rutina pph6
Sean p1 y p2 dos vectores que contienen la informacio´n de dos polinomios homogeneos de
grados g1 y g2, respectivamente. La subrutina pph6 guarda su producto en p3, de grado g1+g2.
Para multiplicar el monomio nu´mero i de p1 con el monomio nu´mero j de p2, deben buscarse
los multi´ındices k(i) y k(j) y guardar el producto de coeficientes en la localizacio´n del monomio
k(i) + k(j).
Rutina mmnhphp6
Esta rutina multiplica dos matrices de polinomios homoge´neos. Su implementacio´n es evi-
dente una vez se dispone de la subrutina pph6. Esta rutina sera´ u´til para evaluar el te´rmino
(I +DP (y))−1 en el ca´lculo de la forma normal.
Rutina dhp6 j
Dado p, un polinomio homoge´neo de grado n, dhp6 j(p,n,dp,j) calcula la derivada de p
respecto a la variable j-e´sima. El polinomio homogeneo obtenido, de grado n-1 se almacena en
dp.
6.3.2. Polinomios no homoge´neos
Una vez es posible manipular polinomios homoge´neos, la generalizacio´n es relativamente sen-
cilla, pues basta considerar un polinomio general de grado n, como n+1 polinomios homogeneos.
Las rutinas discutidas en esta seccio´n posibilitan el ca´lculo simbo´lico necesario para llevar a
cabo cambios de variable para funciones anal´ıticas (truncadas).
Para no extender innecesariamente la discusio´n, no se comentan las rutinas individualmente
como en la seccio´n anterior. Simplemente se destacan las rutinas Cambio ci upto6 y mvpol6.
Rutina Cambio ci upto6
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Dado un polinomio no (necesariamente) homoge´neo f = f(x0, . . . , x5) de grado n, esta rutina
realiza el cambio de variable cercano a la identidad xi = yi + Pi(y0, . . . , y5), siendo Pi un poli-
nomio homoge´neo de grado r. Se obtiene as´ı g = g(y0, . . . , y5) truncado hasta un grado indicado.
En concreto Cambio ci upto6(f,gf,P,gp,g,n nf) realiza el cambio de variable cercano a
la indentidad definido por P, de grado gp, sobre el polinomio f de grado gf y se guarda en g
truncando el resultado en grado n nf.
Rutina mvpol6
Esta rutina multiplica una matriz por un vector, ambos de polinomios no homogeneos. En
concreto, mvpol6(A,na,b,nb,n nf) multiplica la matriz A, de polinomios de grado na, por el
vector b, de polinomios de grado nb, guardando el resultado en el mismo vector b truncando el
resultado en n nf.
6.4. Ca´lculo de la Forma Normal
6.4.1. Consideraciones previas al problema
En muchos textos y trabajos de teor´ıa cualitativa se inicia la discusio´n de un problema
suponiendo que inicialmente el sistema se encuentra en la base adecuada (quiza´s compleja), de
forma que la parte lineal del campo vectorial que define la EDO es diagonal. Aqu´ı, en la dis-
cusio´n de la memoria, se ha realizado este razonamiento en la ecuacio´n (5.3) y en muchas de las
discusiones de los ape´ndices B y C.
Es cierto que teo´ricamente esta consideracio´n no supone ninguna dificultad conceptual, si
bien en la pra´ctica puede resultar engorroso “diagonalizar” un sistema de ecuaciones.
Adema´s del anterior problema, existen otras dificultades que pueden dar lugar a ca´lculos
mal condicionados. Es de descatar el orden de magnitud de las variables que se consideran.
Por ejemplo, mientras que el O3 troposfe´rico presenta concentraciones del orden de 1011 o 1012
molec·cm3, otras especies menos abundantes como el HO2 pueden estar presentes en concentra-
ciones del orden de 107 o 108 molec·cm3. As´ı, no representara´ lo mismo una variacio´n de 105
molec·cm3 en la concentracio´n de una u otra especie. Mientras que para el ozono esta variacio´n
es despreciable, para el HO2 puede suponer hasta un 1%.
Adema´s, las constantes cine´ticas que definen el sistema de ecuaciones presentan o´rdenes de
magnitud que se mueven desde 10−3 hasta 10−16, hecho que, junto con el valor de las concen-
traciones, impide tener una intuicio´n de cuando un nu´mero es “grande” o “pequen˜o” en este
problema. Este hecho se pone de manifiesto al tratar de detectar el subespacio centro, pues la
falta de intuicio´n impide tomar una decisio´n objetiva del orden de magnitud a partir del cual
un nu´mero puede considerarse cero.
Un paso adelante para superar esta dificultad es realizar un primer cambio de variable
llamado reescalado o normalizacio´n del sistema. Al estar interesados en estudiar el entorno




, para i = 1÷ n, t˜ = t
t∗
, (6.8)
donde x = (x1, . . . , xn) son las variables iniciales, x˜ = (x˜1, . . . , x˜n) son las nuevas variables (que
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ahora tienen orden de magnitud cercano a la unidad), t es el tiempo y t∗ es un tiempo carac-
ter´ıstico, que por ejemplo se puede escoger de forma que [0, t∗] sea el intervalo de tiempo de
intere´s en el estudio.
Con este cambio de variable, el sistema original x˙ = f(x) adopta la forma
dx˜i
dt˜






que se puede escribir de forma ma´s compacta como ˙˜x = f˜(x˜1, . . . , x˜n).
Au´n con esto, se pueden encontrar valores propios de diferentes o´rdenes de magnitud. Para
conseguir la suficiente precisio´n en el ca´lculo de e´stos se realiza el siguiente procedimiento:
1. Se evalu´a la matriz jacobiana Df˜ en el punto de equilibrio (para el sistema reescalado
es x˜i = 1) a partir de expresiones anal´ıticas utilizando las rutinas de ca´lculo simbo´lico,
evitando errores fruto de la aproximacio´n nume´rica de esta matriz.
2. Se calcula una (buena) primera aproximacio´n de los valores propios de Df˜ a partir del
me´todo QR.
3. Se aproximan de forma “burda” los vectores propios de Df˜ con el me´todo descrito en el
ape´ndice E.5.2.
4. Se refinan los ca´lculos anteriores utilizando el me´todo de la potencia (ape´ndice E.5.3),
modifica´ndolo convenientemente cuando aparezcan valores propios complejos (ape´ndice
E.5.4). En esta etapa se mejora sobretodo el ca´lculo de los vectores propios.
Hasta la incorporacio´n de todas estas estapas se tuvieron serias dificultades para detectar
puntos de bifurcacio´n, esto es, el valor “exacto” del para´metro para el cual la parte real de algu´n
valor propio se anula. El punto de bifurcacio´n se busca con el me´todo de la secante.
Conocidos los vectores propios, se utilizan las herramientas de manipulacio´n algebraica para
realizar el cambio de variable que “diagonaliza” la parte lineal del sistema, de forma que se
obtiene (por simplicidad, se abusa de notacio´n al utilizar nuevamente x como variable)
x˙ = Λx+ g(x), (6.10)
donde g(x) contiene te´rminos de orden 2 o superiores. En particular, en todos los modelos tro-
posfe´ricos estudiados, g(x) es exactamente de orden 2. No obstante esto no supone ninguna
ventaja pues se an˜adira´n te´rminos de o´rden superior al realizar los cambios de variable.
6.4.2. Algoritmo de Reduccio´n a la Variedad Central
Una vez el sistema esta´ escrito en la base adecuada, se puede aplicar directamente la
metodolog´ıa descrita en las secciones 5.4 y 5.5. Si bien esto es conceptualmente sencillo, su
implementacio´n es te´cnicamente complicada.
Debe notarse que, al introducir el cambio de variable de orden k para eliminar los te´rminos
de dicho orden, se introducen te´rminos de orden mayor que k en el campo vectorial. As´ı, pese a
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que los cambios vectoriales de partida son de segundo orden, se introducen te´rminos de orden
superior mediante los sucesivos cambios de variable.
Se presenta a continuacio´n el algoritmo de reduccio´n a la variedad central para el caso de
una bifurcacio´n de Hopf en un problema 6-dimensional. Se supone que los valores propios que
provocan la bifurcacio´n corresponden a las variables 4 y 5 del sistema (6.10). El hecho de cono-
cer el tipo de bifurcacio´n permite determinar los te´rminos resonantes de forma inequ´ıvoca (al
aumentar el orden, los te´rminos resonantes podr´ıan confundirse debido a errores nume´ricos).
Se denota por f ri,j el monomio j de grado r para la componente i-e´sima del campo f (ana´loga-
mente para el cambio h). El orden hasta el cual se realiza el co´mputo de la variedad central
es nf . Finalmente k es la variable que guarda el multi´ındice cosiderado y λi es el valor propio
correspondiente a la variable i-e´sima.
g := f ;
para i = 1 hasta i = 6, λi := f1i,i−1;
h1 := Id;
para r = 2 hasta r = nf
para i = 1 hasta i = 6, con i 6= 4 e i 6= 5
primer monomio k := (r, 0, 0, 0, 0, 0);
para j = 0 hasta j = ϕ6(r)− 1 (nu´mero de monomios)
S :=
∑6
s=1 λsks − λi;









(Id +Dhr)−1 := Id;
mientras se aporten coefientes de orden ≤ nf
(Id +Dhr)−1 := Dh · (Id +Dhr)−1;
(Id +Dhr)−1 := Id− (I +Dhr)−1;
fin
g˜ := g(Id + hr);
g := (Id +Dhr)−1 · g˜;
fin
para r = 2 hasta r = nf
para i = 1 hasta i = 6, con i 6= 4 e i 6= 5
primer monomio k := (r, 0, 0, 0, 0, 0);
para j = 0 hasta j = ϕ6(r)− 1 (nu´mero de monomios)






Puede comprovarse fa´cilmente que en la reduccio´n a la variedad central por este me´todo
(forma normal parcial) no aparecen resonancias para ningu´n monomio de los que se pretenden
eliminar.
6.4.3. Algoritmo de Forma Normal
Tras aplicar el algoritmo anterior, u´nicamente tienen intere´s las componentes 4 y 5 del campo
g obtenido, que son las que corresponden al sistema reducido a la variedad central, es decir, a
la ecuacio´n (5.5).
Ahora la tarea consiste en eliminar todos los coeficientes no resonantes del campo obtenido.
Al tratarse de una bifurcacio´n de Hopf (par de valores propios conjugados impaginarios puros),
sabemos que las resonancias son de la forma zk+1zk, luego el algoritmo de ca´lculo de la forma
normal puede escribirse como sigue
g := f ;
para i = 1 hasta i = 6, λi := f1i,i−1;
h1 := Id;
para r = 2 hasta r = nf
para i = 4 hasta i = 5
primer monomio k := (r, 0, 0, 0, 0, 0);
para j = 0 hasta j = ϕ6(r)− 1 (nu´mero de monomios)
S := λ4k4 + λ4k5 − λi;
si k es de la forma (0, 0, 0, ∗, ∗, 0) entonces








(Id +Dhr)−1 := Id;
mientras se aporten coefientes de orden ≤ nf
(Id +Dhr)−1 := Dh · (Id +Dhr)−1;
(Id +Dhr)−1 := Id− (I +Dhr)−1;
fin
g˜ := g(Id + hr);
g := (Id +Dhr)−1 · g˜;
fin
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7. Resultados del estudio de los modelos
En este cap´ıtulo se recogen los resultados obtenidos tras el estudio de los modelos planteados
en el cap´ıtulo 4. Se presta una atencio´n especial a los diferentes modelos de la qu´ımica troposfe´ri-
ca propuestos, pues es donde se realiza el ana´lisis cualitativo.
Para evitar un exceso de informacio´n que pueda dificultar el seguimiento de este cap´ıtulo,
no se presentan todos los aspectos a estudiar para los distintos modelos (seccio´n 7.2). Una pre-
sentacio´n demasiado sistema´tica de todos los ca´lculos y gra´ficos susceptibles de ser realizados
ofuscar´ıa en exceso la discusio´n de los modelos. De este modo, se opta por describir las carac-
ter´ısticas observadas en cada modelo individual (secciones 7.2.1 a 7.2.5) para luego ilustrar la
reduccio´n a la variedad central y el ca´lculo de la forma normal con un ejemplo. Finalmente, se
comparan los distintos modelos, discutiendo las diferencias cuantitativas y cualitativas.
7.1. Estudio de la Estratosfera
Se presenta a continuacio´n algunos ca´lculos para el modelo estratosfe´rico descrito en la sec-
cio´n 4.1. Las concentraciones iniciales utilizadas se han tomado de [6]. Los para´metros que
definen las constantes cine´ticas, esto es, coeficientes de Arrhenius, rendimientos cua´nticos y sec-
ciones de absorcio´n se han obtenido de las recomendaciones de [37]. Los valores utilizados del
flujo solar para distintas longitudes de onda tambie´n pueden encontrarse en [6].
Debido a la dimensio´n del problema y a su malcondicionamiento (stiffness), no se ha podido
integrar el sistema para tiempos largos. Elaborar un me´todo suficientemente robusto para la
integracio´n de este conjunto de ecuaciones se consider´ıa un problema de suficiente calibre. La
dedicacio´n a mejorar este aspecto hubiera privado de gran parte del estudio de la troposfera,
principal objetivo de este proyecto.
Figura 21: Perfiles de concentracio´n de las especies Ox tras 1 mi-
nuto junto con los tomados de [6], (0).
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En caso de haber estado interesados en la integracio´n directa de las ecuaciones para estudiar,
por ejemplo, las consecuencias del aumento o disminucio´n de la cantidad de CFCs presentes, una
opcio´n posible hubiera sido aumentar la potencia de ca´lculo. No obstante, no se ha considerado
necesario pues los resultados obtenidos son suficientes para alcanzar los objetivos planteados.
La figura 21 muestra los perfiles de concentracio´n obtenidos para las especies Ox. El ma´ximo
de la concentracio´n de O3 se observa entre 26 y 28 km. y constituye la capa de ozono.
Figura 22: Perfiles de concentracio´n de HOx (izquierda) y Clx (derecha) tras
1 minuto junto con los tomados de [6], (0).
Figura 23: Perfiles de concentracio´n de NOx tras 1 minuto junto con los toma-
dos de [6], (0).
Se adjuntan tambie´n los perfiles para las especies HOx (Figura 22, izquierda) y Clx (Figura
22, derecha). Finalmente, se muestran los perfiles obtenidos para la especie NOx bajo las mismas
condiciones. Observamos como, pese al poco tiempo integrado (1 minuto), las especies O(1D),
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O(3P ), OH y Cl presentan un cambio brusco respecto las condiciones iniciales. Esto es debido a
su menor tiempo de vida y pone de manifiesto el malcondicionamiento del problema.
Se observa adema´s que la concentracio´n de Cl es considerablemente mayor de lo esperado a
bajas alturas. Esto es debido a que la foto´lisis de los CFCs no tiene lugar hasta alcanzar alturas
ma´s elevadas y no se ha impuesto ninguna restriccio´n a este aspecto.
Sin embargo, la evaluacio´n del flujo solar en los distintos niveles tomados de la estratofera
(figura 24) indica que el mecanismo considerado es, a efectos fotoqu´ımicos, correcto. Puede ob-
servarse una correspondencia muy fiel a la figura 41 del ape´ndice A, que corresponde a valores
experimentales.
Figura 24: Flujo solar en funcio´n de la longitud de onda para distintas alturas. A la izquierda se
consideran las concentraciones de [6] y a la derecha las consecuencias de una pe´rdida
del 90% en la columna de ozono.
Figura 25: Porcentaje de absorcio´n total y por niveles para los casos de la figura 24.
Las figuras 24 y 25 manifiestan las consecuencias de una pe´rdida en la columna de ozono a
efectos de la cantidad de radiacio´n ultravioleta que penetrar´ıa en la atmo´sfera. Para una pe´rdida
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del 90% en la columna de O3, so´lo ser´ıa absorvida el 70% de esta radiacio´n.
Como resultado tambie´n se obtienen estimaciones para las diferentes reacciones, fotoqu´ımi-
cas o no. En particular en la tabla 12 se muestran los valores obtenidos a 10 km de altura.
Tabla 12: Conjunto de reacciones qu´ımicas calculadas con el modelo estratosfe´rico para 10 km.
Reaccio´n Para´metro Valor
O2 + hν → 2O k1 2.999316E-28
O +O2 +M → O3 +M k2 1.038352E-15
O3 + hν → O+O2 k3 6.038185E-06
O +O3 → 2O2 k4 8.012639E-16
O(1D) + H2O→ 2OH k5 2.200000E-10
OH +O3 → HO2 +O2 k6 2.544011E-14
HO2 +O→ OH+O2 k7 7.335069E-11
HO2 +OH→ H2O+O2 k8 1.467557E-10
NO +O3 → NO2 +O2 k9 3.672816E-15
NO2 +O→ NO+O2 k10 1.252111E-11
OH +NO2 +M → HNO3 +M k11 6.121468E-13
HNO3 + hν → OH+NO2 k12 2.099875E-06
NO2 + hν → NO+O k13 1.002859E-02
HO2 +NO+M → OH+NO2 +M k14 1.070094E-11
O3 + hν → O(1D) + O2 k15 2.879440E-05
O(1D) +M → O+M k16 4.102233E-11
Cl + O3 → ClO +O2 k17 9.406864E-12
ClO + O→ Cl + O2 k18 4.102233E-11
ClO + NO→ Cl + NO2 k19 2.339862E-11
Cl + CH4 → HCl + CH3 k20 2.197592E-14
OH +HCl→ H2O+Cl k21 5.438488E-13
CF2Cl2 + hν → 2Cl + CF2 k22 1.339667E-07
CFCl3 + hν → 2Cl + CFCl k23 1.545534E-07
7.2. Estudio de la Troposfera
Se ha remarcado el hecho que los o´xidos de nitro´geno, NO y NO2, y los radicales OH y
HO2, juegan un papel central en la qu´ımica de los gases troposfe´ricos. Se ha sen˜alado tam-
bie´n que los feno´menos (para´metros) que conducen la qu´ımica atmosfe´rica son las emisiones de
contaminantes y la radiacio´n solar que regula los procesos fotol´ıticos que forman parte de las
tranformaciones qu´ımicas.
Debido a la complicacio´n de realizar un ana´lisis formal para el flujo solar, que determina la
velocidad de las reacciones fotoqu´ımicas, se adopta la postura de estudiar como las emisiones
realizadas en la troposfera afectan al comportamiento del sistema.
Si es preciso, adema´s de las emisiones de NO tambie´n se contemplara´ como para´metro (se-
cundario) las emisiones de CO.
7.2.1. Modelo de Stewart
Se empieza integrando directamente las ecuaciones del modelo de Stewart para inspeccionar
el comportamiento del modelo. La figura 26 muestra la evolucio´n temporal de las concentraciones
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para dos valores distintos de emisiones de NO. En ambos casos se alcanza un estado estacionario
aparentemente estable, pero se observa que las concentraciones en el equilibrio var´ıan sustan-
cialmente en ambos casos.
Figura 26: Evolucio´n de las concentraciones para FCO = 6.84 · 105 moleculas cm3 s−1 y
FNO = 3.42 · 105 moleculas cm3 s−1 (izquierda) o FNO = 6.84 · 106 moleculas
cm3 s−1 (derecha).
Fijado el valor de FCO y estudiando el comportamiento del modelo respecto de FNO, se en-
cuentra una transicio´n entre dos regimenes diferentes. Uno de estos corresponde a valores bajos
de NOx y el otro a valores altos (figura 27).
Figura 27: Transicio´n entre los estados de bajo y alto NOx. • indica equilibrio estable y ◦
equilibrio inestable.
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Estos dos regimenes, separados por una zona de mu´ltiples estados estacionarios, esta´n carac-
terizados por comportamientos en la qu´ımica sustancialmente diferentes y por la existencia de un
u´nico estado estacionario estable (ana´lisis lineal) para un cierto rango de valores de las emisiones.
En el espacio de para´metros, las condiciones de bajo y alto NOx esta´n separadas por una
zona de transicio´n que corresponde a la aparicio´n de mu´ltiples estados estacionarios y/o a cam-
bios de estabilidad. En efecto, encontramos bifurcaciones respecto al para´metros FNO. En el caso
concreto de la figura 26, ocurre un feno´meno conocido como histe´resis.
As´ı, si el sistema se encuentra en equilibrio en la zona de bajo NOx y progresivamente au-
mentan las emisiones de NO, el estado estacionario evoluciona continuamente siguiendo la parte
inferior de la curva de la figura 27. Si las FNO > 4.98 · 105 se entra en la zona de transicio´n
pero, al conservarse la estabilidad del punto de equilibrio no se observan cambios aparentes en
la evolucio´n del sistema. Cuando FNO > 2.79 · 106, con la desaparicio´n del primer equilibrio, se
entra en la zona de alto NOx y se produce un cambio brusco en el equilibrio del sistema. Ahora,
pese a la disminucio´n de las emisiones, el sistema permanece en este estado estacionario hasta
que nuevamente FNO < 4.98 · 105.
Es ma´s, observando ma´s detallamente la figura 27 se observa un cambio de estabilidad en
el equilibrio representado por la curva superior. Este cambio corresponde a una bifurcacio´n de
Hopf. Si se estudia la transicio´n desde la zona de alto NOx y la de bajo pueden observarse las
oscilaciones fruto de esta bifurcacio´n.
En el trabajo original de Stewart [52] se estudia en detalle las diferentes transiciones que
pueden tener lugar en el espacio de para´metros (FNO, FCO). Para verificar el correcto fun-
cionamiento de la herramienta informa´tica desarrollada se ha reproducido el diagrama de esta-
bilidad all´ı presentado (figura 28).
Figura 28: Diagrama de estabilidad. En la leyenda se indica por s o u la esta-
bilidad o inestabilidad del equilibrio seguido del nu´mero de puntos
de equilibrio con esta estabilidad.
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Una descricio´n de los distintos tipos de bifurcacio´n que ocurren en las ditintas zonas de la
figura 28 puede encontrars en [52].
Pese a la aparicio´n de soluciones oscilantes en ese modelo, no se ha realizado un estudio
detallado de e´stas. En primer lugar porque aparecen acompan˜adas del feno´menos de histe´resis
que globalmente es ma´s importante y en segundo lugar porque el periodo de oscilacio´n resultante
es del orden de an˜os.
7.2.2. Modelo de Poppe y Lustfeld
El modelo propuesto por Poppe y Lustfeld [39] es sustancialmente diferente del anterior. En
primer lugar, las oscilaciones adquieren mayor importancia, entontrando periodos de 33 d´ıas
aproximadamente (figura 29).
Figura 29: Evolucio´n temporal de las concentraciones para FCO = 1.3 · 106
moleculas cm3 s−1 y FNO = 1 · 106 moleculas cm3 s−1.
Figura 30: Evolucio´n de las concentraciones de CO (izquierda) y O3 (derecha) para FCO =
1.3 · 106 y los distintos valores de FNO indicados en la leyenda.
Un estudio de la evolucio´n de los valores propios explica el comportamiento observado en la
figura 30. Para valores de FNO < 6.5 ·105 existe un u´nico punto de equilibrio estable. Pasado este
umbral, una pareja de valores propios imaginarios cambia de signo su parte real, apareciendo
una bifurcacio´n de Hopt. A partir de un cierto FNO > 1.3 · 106, aparece otro cambio de signo en
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dichos valores propios y el equilibrio es nuevamente estable.
El trabajo realizado por Poppe y Lustfeld en [39] se centra en el estudio de las oscilaciones.
Para ello se realiza el co´mputo de los exponentes de Lyapunov [18] y la integracio´n nume´rica
de las ecuaciones. Hasta 45 condiciones inciales son integradas para comprobar la estabilidad de
las soluciones. Dejando de lado el hecho el argumento anterior no prueba en absoluto la esta-
bilidad de las oscilaciones, la metodolog´ıa planteada en este proyecto plantea un acercamiento
ma´s riguroso, natural y general para este tipo de feno´menos.
7.2.3. Modelo de Hess y Madronich
Hess y Madronich proponen un modelo de 16 reacciones y 8 especies qu´ımicas, para luego ex-
traer las 6 reacciones que gobiernan la evolucio´n de las 6 especies estudiadas aqu´ı. E´stas u´ltimas
constituyen el modelo introducido en la seccio´n 4.2. Adema´s, en [24], estos autores proponen la
reduccio´n a un sistema 2-dimensional, toma´ndo unicamente las variables CO y O3.
Esta reduccio´n se realiza tomando los valores estacionarios para el resto de especies. Este
u´ltimo acercamiento es totalmente incomprensible, incluso absurdo, teniendo en cuenta que las
especies NOx y HOx juegan un papel importante en la qu´ımica troposfe´rica. Adema´s, estas es-
pecies pueden aparecen en muy diferentes o´rdenes de magnitud, por lo que esta reduccio´n es
cla´ramente incorrecta aunque se obtuvieran ca´lculos comparables en ambos modelos.
Tal vez, esta reduccio´n es fruto de la bu´squeda de un modelo 2-dimensional, que corresponde
al mı´nimo espacio de fases donde puede aparecer una o´rbita perio´dica en un sentido intuitivo.
El caso es que este trabajo es un ejemplo de la falta de rigor que eventualmente aparece cuando
se analizan EDOs en el contexto de las reacciones qu´ımicas.
En el estudio de este modelo se observan oscilaciones con periodo del orden de an˜os, cuando
ser´ıa de esperar un orden de magnitud de d´ıas, ya que este mecanismo es ma´s parecido al de
Poppe y Lustfeld que al de Stewart, que considera la qu´ımica del CH4. Adema´s este mecanismo
es demasiado simplicado y deber´ıa incluir (sin aumentar la dimensio´n del sistema) la reaccio´n
entre O3 y HO2.
Estos dos motivos se consideran de suficiente peso para dejar de lado este modelo en discu-
siones posteriores.
7.2.4. Modelo de Krol y Poppe
En esencia este modelo [31] es el mismo que el planteado por Poppe y Lustfeld. U´nicamente
se cambia levemente el valor de las constantes cine´ticas.
El estudio nume´rico de este modelo no ha presentado ninguna diferencia cualitativa respecto
al de Poppe y Lustfeld. Por ello, de ahora en adelante se tomara´ este modelo en referencia a
ambos y se le llamara´ modelo de Poppe, debido al autor que ambos trabajos comparten.
Este modelo se caracteriza por tener dos bifurcaciones de Hopf al variar las emisiones de
NO. Al igual que con el modelo de Stewart, se ha realizado un diagrama de bifurcacio´n para el
espacio de para´metros (FNO,FCO).
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Figura 31: Diagrama de estabilidad. La leyenda indica el tipo de equilibrio.
La primera letra es r si todos los valores propios son reales o c si
existen valores propios complejos. La segunda letra es s (estable)
o i (inestable).
La figura 31 manifiesta la doble bifurcacio´n de Hoft si se sigue una linea horizontal (aumento
en las emisiones de NO). Las bifurcaciones de Hoft aparecen en las zonas de transicio´n cs-ci y
ci-cs, que representan el cambio de estabilidad de un foco.
Como valor an˜adido, se indica que en el trabajo de [31] se propone una forma ma´s razonable
que en [24] para simplificar el nu´mero de ecuaciones del problema. Para las especies de tiempo de
vida corto se sustituye su ecuacio´n diferencial por una ecuacio´n algebraica. Este acercamiento es
habitual en problemas de cine´tica qu´ımica, pero no es hasta el trabajo de [22] [26] que se propone
un me´todo sistema´tico y general para simplificar el sistema de ecuaciones en este contexto.
7.2.5. Modelo de Field y Kalachev
El trabajo de Kalachev es una de las primeras referencias que se siguieron cuando se deci-
dio´ estudiar el ozono troposfe´rico. Este motivo, junto con la mayor riqueza que proporciona este
modelo y con el hecho de que se trata del ma´s reciente propuesto han determinado que sea el
modelo al que ma´s horas de estudio se ha dedicado.
En el trabajo original [22] [26] se presenta este modelo a fin de ilustrar un me´todo para
la simplificacio´n de sistemas de ecuaciones diferenciales en el campo de la cine´tica qu´ımica.
Este trabajo es muy interesante debido a que el acercamiento planteado es general, riguroso
y, adema´s, basado en argumentos de la teor´ıa cualitativa pese a buscar un sistema reducido
cuantitativamente fiel al sistema original.
Por limitaciones de tiempo, no ha podido incorporarse dicha metodolog´ıa en este estudio,
si bien, las te´cnicas matema´ticas necesarias para entender su fundamento se siguen de forma
74 Memoria
natural de los conceptos introducidos en el cap´ıtulo 5 y ape´ndices B y C.
A continuacio´n se presentan algunas integraciones nume´ricas del modelo para representar la
dependencia respecto de las emisiones de NO. Como en modelos anteriores, encontramos una
bifurcacio´n de Hopf. No obstante, a diferencia de otros modelos, al seguir aumentando el orden
de las emisiones este modelo presenta una zona cao´tica.
Figura 32: Evolucio´n de las concentraciones de CO y O3 para FNO = 15000, FNO = 25000,
FNO = 35000 y FNO = 45000, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
Fijados FCO = 5 · 105 y FO3 = 1.5 · 104 se muestran simulaciones para distintos valores
de FNO. Ma´s adelante, se muestra la proyeccio´n de las soluciones sobre el plano CO-O3, para
mostrar la evolucio´n de la o´rbita perio´dica respecto del para´metro.
Pese a la apariencia del grafico inferior derecho de la figura 32, au´n no existe una o´rbita
perio´dica. El aspecto de las soluciones se debe a que, cerca de la bifurcacio´n, las soluciones tien-
den muy lentamente al estado estacionario, dando esta sensacio´n de comportamiento perio´dico.
Si se busca de forma exacta el punto de bifurcacio´n, se encuentra que la o´rbita perio´dica no
aparece hasta FNO = 46134.19.
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En la figura 33 se presentan tres soluciones perio´dicas y una cao´tica (gra´fico inferior derecho)
en funcio´n del para´metro. Puede verse como en la zona de la o´rbita perio´dica, tras un transitorio
inicial, la solucio´n es atraida por dicha o´rbita. En el gra´fico inferior derecho de la figura 33 se
pueden apreciar las oscilaciones aperio´dicas de la zona cao´tica.
Figura 33: Evolucio´n de las concentraciones de CO y O3 para FNO = 55000, FNO = 68000,
FNO = 75000 y FNO = 85000, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
Cabe sen˜alar que no se presenta ninguna demostracio´n de que esta zona sea realmente cao´tica.
Para que un sistema sea cao´tico debe presentar una cantidad numerable de soluciones perio´di-
cas, una cantidad no numerable de soluciones aperio´dicas y una o´rbita densa. No se considera
adecuado dedicarse al estudio de estos aspectos en este proyecto.
Sin embargo, es fa´cil comprobar una propiedad habitual e importante de los feno´menos
cao´ticos: la sensibilidad a las condiciones iniciales. En la figura 34 se muestra el resultado de
integrar dos soluciones x(t) e y(t) inicialmente cercanas (|xi(0) − yi(0)| < 10−6) hasta que se
separan de forma evidente.
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Figura 34: Separacio´n de las soluciones para condiciones iniciales separadas en 1 ·10−6. tras
integrar 108 segundos.
Se presenta ahora la proyeccio´n de las o´rbitas que corresponden a todas estas soluciones
sobre el plano CO-O3. Este tipo de gra´fico representa mucho mejor la dina´mica del sistema y
podremos visualizar la proyeccio´n de la o´rbita perio´dica. En la figura 35 puede verse la formacio´n
de la o´rbita perio´dica a partir del equilibrio estable inicial.
Figura 35: Proyeccio´n de las o´rbitas para FNO = 25000, FNO = 35000, FNO = 55000 y
FNO = 68000.
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En la figura 36 se observa el comportamiento de las soluciones si las emisiones de NO siguen
aumentando. Puede verse como el sistema tiene un comportamiento ma´s complicado.
Figura 36: Proyeccio´n de las o´rbitas para FNO = 75000 y FNO = 85000.
7.3. Reduccio´n a la Variedad Central y Formas Normales
Finalmente, se ilustra la reduccio´n a la variedad central y el ca´lculo de la forma normal para
el modelo de Field y Kalachev. En primer lugar, se presentan nuevamente las ecuaciones que
constituyen el modelo
x˙1 = FCO − k2x1x5
x˙2 = FO3 − k1x2 − k3x2x6 − k4x2x3 + k5x4
x˙3 = FNO − k4x2x3 + k5x4 − k6x3x6
x˙4 = k4x2x3 − k5x4 + k6x3x6 − k7x4x5 (7.1)
x˙5 = 2k1x2 − k2x1x5 + k3x2x6 + k6x3x6 − k7x4x5
x˙6 = k2x1x5 − k3x2x6 − k6x3x6.
donde se usa la notacio´n introducida en la seccio´n 4.2.7 y los valores de las constantes cine´ticas
son k1 = 6.9 · 10−8, k2 = 1.9 · 10−13, k3 =, 1.5 · 10−15, k4 = 7.9 · 10−15, k5 = 3.9 · 10−3,
k6 = 9.6 · 10−12 y k7 = 1.3 · 10−11. La entrada de O3 se fija en FO3 = 6 · 104
La primera eleccio´n es la del punto de equilibrio que servira´ para reescalar el campo vectorial
que define la EDO, tal como indican las ecuaciones (6.8) y (6.9). Se toma el estado estacionario
alcanzado la primera vez que se resolvio´ el modelo, para valores de FNO = 5 ·104 y FCO = 5 ·105,
esto es
x∗1 = 6.678904912518729 · 1010
x∗2 = 3.374782608695653 · 1011
x∗3 = 5.485208595494864 · 1007
x∗4 = 9.092229587893267 · 1007
x∗5 = 3.940135369251735 · 1007
x∗6 = 4.841220475822383 · 1008.
(7.2)
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Adema´s, se escoge una escala de tiempo de t∗ = 106 s. A continuacio´n se muestra el sistema
reescalado o normalizado para el punto de bifurcacio´n que corresponde a FCO = 5 · 105 y
FNO = 4634.19
x˙1 = 7.4863− 7.4863x1x5
x˙2 = 0.1778− 0.069x2 − 0.7262x2x6 − 0.4333x2x3 + 1.0507x4
x˙3 = 841.0654− 2666.0783x2x3 + 6464.6029x4 − 4647.5717x3x6
x˙4 = 1608.4059x2x3 − 3900x4 + 2803.8117x3x6 − 5122.176x4x5 (7.3)
x˙5 = 1181.989x2 − 12689.919x1x5 + 6219.862x2x6 + 6470.057x3x6 − 1181.989x4x5
x˙6 = 1032.7974x1x5 − 6062.1739x2x6 − 5265.8003x3x6.
donde, para mayor claridad, se mantiene el nombre de la variable x pese al abuso de notacio´n
que supone. Ahora es posible calcular los valores propios y vectores propios de la parte lineal
Df . Los primeros se encuentran recogidos en la tabla 13 y los vectores propios no se muestran
aqu´ı, pero pueden consultarse en el ape´ndice H.2.








Tras realizar un cambio de variable segu´n la base de vectores propios se consigue que la
parte lineal del sistema de EDOs sean los valores propios de la tabla 13. De este modo se pasa
a trabajar con variables complejas.
Ahora se reduce el sistema a la variedad central (de dimensio´n 2) y se realiza el co´mputo de
la forma normal utilizando las herramientas de ca´lculo simbo´lico descritas en el cap´ıtulo 6. Si se
realizan los ca´lculos hasta orden 5 se obtiene el sistema siguiente
x˙4 = −7.917043ix4 + (−16.636732602284 + 158.60357302523i)x24x5 (7.4)
+ (1937.5011112890− 27286.653513759i)x34x25 +O7(x4, x5)
x˙5 = 7.917043ix5 + (−16.636732602284− 158.60357302523i)x4x25 (7.5)
+ (1937.5011112890 + 27286.653513759i)x24x
3
5 +O7(x5, x4),
donde se mantiene la notacio´n para las variables x4 y x5. Se observa que ambas ecuaciones son
conjugadas entre ellas, de modo que, tomando z = x4 + ix5, puede escribirse
z˙ = 7.917043iz + (−16.636732602284− 158.60357302523i)z2z (7.6)
+ (1937.5011112890 + 27286.653513759i)z3z2 +O7(z, z),
Tal como se argumenta en el cap´ıtulo 5 y en los ape´ndices B y C, la ecuacio´n (7.6) contiene
toda la informacio´n sobre la dina´mica del sistema en un entorno del punto de equilibrio, ya que
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las direcciones hiperbo´licas son atra´ıdas exponencialmente por la variedad central.
Para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio en el momento de la bifurcacio´n, basta






(zz) = z˙z + zz˙ =
= (7.917iz + (−16.637− 158.604i)zz2 + (1937.501 + 27286.654i)z2z3)z +
= (−7.917iz + (−16.637 + 158.604i)z2z + (1937.501− 27286.654i)z3z2)z =
= −2 · 16.636732602284|z|4 + 2 · 1937.5011112890|z|6 +O8(|z|). (7.7)
Vemos entonces que para z cercano al origen, d|z|2/dt < 0, luego |z| → 0, y en consecuencia
el origen es asinto´ticamente estable. As´ı pues, el equilibrio sigue siendo un foco estable en el
punto de bifurcacio´n aunque puede verse que las soluciones se acercan muy lentamente al origen.
En general, vemos que la estabilidad viene determinada por el signo de la primera parte real no
nula que encontramos en los coeficientes de la forma normal.
El siguiente paso es caracterizar la o´rbita perio´dica que se forma a partir de la bifurcacio´n.
Para ello se sigue la siguiente estrate´gia: se repiten los ca´lculos con un valor del para´metro
FNO > 46134.19. Recalculamos el equilibrio y los valores propios para este valor de las emisiones
de NO y realizamos el co´mputo de una “hipote´tica” reduccio´n a la variedad central (la variedad
central ya no existe!) sobre la cual seguira´ teniendo lugar la dina´mica del sistema.
De esta forma, tomamos FNO = 50000 y obtenemos
z˙ = (0.05295 + 7.917043)iz + (−9.76632658968− 93.06342589710i)z2z (7.8)
+ (1038.63921498373 + 12952.30614342289i)z3z2 +O7(z, z).
Por ana´lisis lineal, es inmediato ver que el origen es un foco inestable para la ecuacio´n
(7.8). No obstante, existe una o´rbita perio´dica que viene dada por la condicio´n d|z|2/dt = 0.
Realizamos pues el ca´lculo correspondiente
d|z|2
dt
= 2 · 0.05295|z|2 − 2 · 9.76632|z|4 + 2 · 1038.63921|z|6 +O8(|z|), (7.9)
y la o´rbita perio´dica puede ser aproximada segu´n una circunferencia si tomamos los dos primeros
te´rminos
0 = 0.05295− 9.76632|z|2. (7.10)
De este modo obtenemos que la orbita perio´dica puede aproximarse por la circunferencia de
radio |z| = 0.00542 en el plano complejo. En general, dada la forma normal de un sistema que
presenta una bifurcacio´n de Hopf para un para´metro λ
z˙ = (λ+ ωi)z + a3(λ)z2z + a5(λ)z3z2 + . . .+ a2k+1(λ)zk+1zk + . . . , (7.11)
donde todos los coeficientes ai(λ) ∈ C dependen cont´ınuamente de λ. De ahora en adelante se
omite esta dependencia y se escribe simplemente ai. Para λ < 0 el origen es un foco estable y
para λ > 0 el origen es un foco inestable. Ahora bien, en funcio´n del signo de la parte real de
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a3, el ciclo l´ımite aparece a un lado u otro de la bifurcacio´n.
Planteando de nuevo la ecuacio´n (7.9) tenemos
d|z|2
dt
= 2λ|z|2 + 2Re a3|z|4 + 2Re a5|z|6 +O8(|z|), (7.12)





que u´nicamente tiene sentido si sgn(λ) = −sgn(Re a3), ya que por deficio´n |z| ∈ R.
En nuestro problema tenemos que sgn(Re a3) < 0 (ver ecuacio´n (7.6)), luego la o´rbita perio´di-
ca aparece para λ > 0, es decir en el lado inestable.
Las limitaciones de tiempo no han permitido seguir adelante con el estudio. A partir de este
punto ser´ıa interesante continuar estudiando la o´rbita perio´dica para encontrar el mecanismo
mediante el cual se inestabiliza y tiene lugar el re´gimen cao´tico (figura 36).
Este ana´lisis puede llevarse a cabo extendiendo la reduccio´n a la variedad central ma´s alla´ de
la bifurcacio´n, donde el equilibrio es un foco inestable, como se ha hecho en (7.8). Estudiando
la dina´mica sobre esta variedad (que ahora es la variedad inestable) puede seguirse la evolucio´n
de la o´rbita perio´dica al aumentar las emisiones de NO, por ejemplo mediante una seccio´n de
Poincare´ (ver ape´ndice B.8).
7.4. Comentarios Finales
En todos los modelos troposfe´ricos se han encontrado dos reg´ımenes diferenciados fruto de
algu´n tipo de bifurcacio´n. Este comportamiento dual es importante en aplicaciones pra´cticas en
el estudio de la formacio´n de compuestos oxidantes. Por ejemplo, las diferencias entre la qu´ımi-
ca de bajo NOx y alto NOx deben tenerse en cuenta de cara a elaborar estrategias de control
de O3 y determinar los efectos de emisiones antropoge´nicas sobre la capacidad oxidativa de la
atmo´sfera.
En un ambiente urbano con altos niveles de NOx, un incremento en las emisiones de NOx
inhibe la formacio´n de O3 (Kleinman, 1994.). En un ambiente con bajos niveles de NOx, un
aumento en las emisiones de NOx fomenta la formacio´n de O3. Esta dependencia no mono´tona
del O3 en NOx ha causado problemas para establecer regulaciones que permitan mantener bajos
los niveles de O3.
Para saber si los resultados obtenidos son relevantes en el estudio de la qu´ımica atmosfe´rica,
es necesario prestar atencio´n a los siguientes puntos:
¿so´n los valores de las emisiones comparables con los registros de las emisiones conocidas
de los compuestos CO y NO?.
¿que´ consecuencias tendra´ el transporte atmosfe´ricos sobre la estructura de los modelos
planteados?
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¿persistira´ la estructura de las soluciones para mecanismos de la qu´ımica troposfe´rica ma´s
complejos?
¿cua´l sera´ la consecuencia de considerar la variacio´n diaria de las constantes cine´ticas?
Respecto a la primera cuestion, varios autores han sen˜alado el correcto orden de magnitud
de las emisiones consideradas [39]. A pesar de ello, puede haber una diferencia de un orden
de magnitud entre algunos modelos. En particular puede observarse esta diferencia entre los
modelos de Stewart y de Kalachev. En ambos se ha estudiado un valor de FCO ' 6 · 105 y el
modelo de Kalachev ha resultado ser ma´s sensible a las emisiones de NO, pues la bifurcacio´n
aparece en FNO = 16134 mientras que en el modelo de Stewart encontramos la bifurcacio´n para
FNO = 4.98 · 105. Estudios experimentales deber´ıan sen˜alar que´ modelo es el ma´s acertado en
este aspecto.
Por otro lado, el transporte atmosfe´rico incorpora te´rminos adicionales en las ecuaciones
de balance, cuya resolucio´n es un problema de ecuaciones en derivadas parciales. El estudio de
esta clase de problemas queda lejos del tipo de teor´ıa cualitativa presentado aqu´ı y por ello,
aunque importante, se deja abierta esta cuestio´n.
En cuanto a la complejidad del mecanismo qu´ımico, se ha pretendido dejar claro que
los modelos simplificados intentan recoger u´nicamente los aspectos gene´ricos de la qu´ımica tro-
posfe´rica. Ciertamente, debido a que no se cubre la influencia adicional de otros gases traza
y otros caminos de reaccio´n no citados aqu´ı, resultados nume´ricos de modelos ma´s complejos
podr´ıan dar resultados diferentes.
No obstante, en la bibliograf´ıa se encuentran modelos ma´s complejos [32] [51], incluyendo
hasta 50 reacciones qu´ımicas y 19 especies. En tales trabajos aparecen los mismos tipos de com-
portamiento no lineal que los obtenidos en los modelos simplificados estudiados en este proyecto
[24] [26] [28] [31] [39] y [52].
Es razonable pensar que reacciones qu´ımicas adicionales pueden provocar la desaparicio´n de
las oscilaciones del sistema. Por ejemplo, la degradacio´n del metano, sustancia presente en la
atmo´sfera pra´cticamente siempre, introduce una fuente de CO. En concreto, en el modelo de
Stewart se contempla la reaccio´n
CH4 + OH→ CO + HO2 + otros. (7.14)
Con esta reaccio´n, el modelo de Stewart mantiene las oscilaciones, pero e´stas quedan en
segundo plano debido a su largo periodo de oscilacio´n (an˜os). De todos modos, el modelo de
Stewart considera constante la concentracio´n de metano y esta decisio´n es dudosa. Adema´s, en
este modelo se toman frecuencias de fotodisociacio´n ma´s bajas que en otros modelos, hecho que
tambie´n contribuye a aumentar dicho periodo.
Finalmente, es preciso contemplar la dependencia temporal de las constantes foto-
qu´ımicas, ya que estas dependen en gran medida de la radiacio´n solar disponible. Esto puede
estudiarse considerando una perturbacio´n sobre el sistema auto´nomo tratado. Nuevamente, rea-
lizar este tipo de estudio es una tarea considerable por s´ı sola, y aqu´ı u´nicamente se dan algunos
apuntes sobre como enfocar el estudio.
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Sea un sistema del tipo x˙ = f(x) como el estudiado. Es natural preguntarse por la estructura
de un sistema de la forma
x˙ = f(x) + εg(x, ε, t), (7.15)
donde g es una funcio´n T -perio´dica, g(x, ε, t + T ) = g(z, ε, t), que perturba el sistema original
y ε > 0 es suficientemente pequen˜o. Es obvio que la perturbacio´n cambiara´ las soluciones del
sistema e incluso provocara´ la aparicio´n de nuevos feno´menos. No obstante parte de la estructura
del sistema original se mantendra´.
Por ejemplo comentamos el caso particular y sencillo en el cual el sistema original x˙ = f(x)
presenta un equilibrio hiperbo´lico en el origen. Puede verse como tras la perturbacio´n, este equi-
librio pasara´ a ser una o´rbita T -perio´dica.
Otro caso, ma´s complejo de analizar que el anterior, es la perturbacio´n de soluciones perio´di-
cas. Generalmente se obtendra´ un toro 2 dimensional invariante debido a las dos frecuencias que
ahora contiene la solucio´n (se puede pensar intuitivamente en este hecho si se consideran las
frecuencias como a´ngulos).
Sin llegar a analizar estos feno´menos, se han realizado algunas integraciones nume´ricas para
ilustrarlos. A partir del modelo de Field y Kalachev, se plantea una perturbacio´n de las cons-
tantes fotoqu´ımicas de la forma siguiente




donde Ji es la constante del modelo no perturbado, c y ε para´metros que permiten controlar la
magnitud de la perturbacio´n, y el periodo T es de 1 d´ıa.
Figura 37: Perturbacio´n perio´dica de un equilibrio hiperbo´lico.
La figura 37 corresponde a la perturbacio´n de un equilibrio hiperbo´lico. Se han tomado los
para´mentros c = 4/5 y ε = 1/2 en (7.16). Puede observarse el nacimiento de una o´rbita perio´dica
(T = 24 h.) fruto de esta perturbacio´n. Otros para´metros son FO3 = 6 · 104, FCO = 5 · 105 y
FNO = 20000.
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Figura 38: Perturbacio´n perio´dica de una o´rbita perio´dica.
La figura 38 muestra la perturbacio´n de una o´rbita perio´dica y se observa la aparicio´n de
un toro invariante fruto de an˜adir una segunda frecuencia al sistema. Las condiciones son las
mismas que para la figura 37, pero esta vez FNO = 55000.
Se finaliza comentando que en caso de haber dispuesto de ma´s tiempo, hubiera sido intere-
sante implementar el me´todo de reduccio´n de variables propuesto por [22] y aplicarlo al modelo
estratosfe´rico. La eliminacio´n de las variables “ra´pidas” supondr´ıa un primer paso para mejo-
rar la integracio´n de tal modelo. No obstante, ya se ha comentado que elaborar un integrador




En este trabajo se ha elaborado un modelo para estudiar la evolucio´n de las especies es-
tratosfe´ricas mediante reaccio´n qu´ımica. La principal caracter´ıstica de e´ste es la incorporacio´n de
reacciones fotoqu´ımicas, pudiendo estudiar la penetracio´n de la radiacio´n solar en la atmo´sfera.
Se ha obtenido una correcta prediccio´n de la atenuacio´n de dicha radiacio´n por lo que se
concluye que el modelo reproduce fielmente el mecanismo fotoqu´ımico de la estratosfera.
Por otro lado, se han estudiado modelos simplificados de la qu´ımica troposfe´rica. A tal efecto
se han utilizado algunos argumentos de la teor´ıa cualitativa de ecuaciones diferenciales.
Mientras que la existencia de multiples estados estacionarios en las ecuaciones de qu´ımica
atmosfe´rica ha sido reconocida desde tiempo atra´s, el estudio de soluciones perio´dicas en este
contexto es reciente. Con este proyecto se contribuye a la caracterizacio´n de las oscilaciones que
aparecen en este campo fruto de una bifurcacio´n de Hopf, presentando una metodolog´ıa para el
estudio de la dina´mica sobre la variedad central.
Gran parte del esfuerzo invertido en este proyecto se ha dedicado al desarrollo de los al-
gorimos del ca´lculo de la forma normal. Se han presentado una serie de rutinas que permiten
realizar la manipulacio´n algebraica de las ecuaciones no lineales estudiadas, por ejemplo, cam-
bios de variable.
Se destaca especialmente la reduccio´n de la dimensio´n del problema que supone estudiar la
dina´mica sobre la variedad central. En concreto se ha reducido un sistema de EDOs 6-dimensional
a una u´nica EDO sobre los complejos, la cual contiene toda la informacio´n cualitativa sobre la
dina´mica (local) del sistema. Se han dado tambie´n los argumentos necesarios para estudiar casos
ma´s generales.
La principal conclusio´n a destacar del estudio de los modelos troposfe´ricos es que podemos
distinguir entre ellos tres tipos de comportamiento cualitativo distinto:
El modelo de Stewart presenta dos reg´ımenes diferentes en funcio´n de las emisiones de
NO (llamados de bajo o alto NOx). El principal feno´meno que aparece en este modelo es
la histe´resis, fruto de los mu´ltiples estados estacionarios, que relaciona ambos reg´ımenes.
Aunque en un segundo plano, tambie´n es posible observar oscilaciones de periodo grande.
El modelo de Poppe presenta dos bifurcaciones de Hopf, entre las que se observan oscila-
ciones en las soluciones para un cierto rango de valores de emisio´n de NO. Estas oscilaciones
son las que separan los dos reg´ımenes de NOx.
El modelo de Kalachev presenta una u´nica bifurcacio´n de Hopf. Esta bifurcacio´n separa una
zona de emisiones donde se alcanza un equilibrio de la zona donde aparecen oscilaciones
no lineales. Al seguir aumentando las emisiones de NO, la dina´mica del sistema se vuelve
cao´tica.
Estas caracter´ısticas deben ser consideradas en las observaciones de la composicio´n de la
atmo´sfera y en estudios de laboratorio a fin de averiguar cua´l de los modelos describe de forma
ma´s fiel los procesos qu´ımicos que afectan a la concentracio´n de ozono y otros contaminantes de
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la atmo´sfera.
Todos estos feno´menos pueden encontrarse en problemas correspondientes a contextos muy
distintos de e´ste. Es una prueba ma´s de la universalidad que con frecuencia aparece en los
modelos de la naturaleza. Es por ello interesante el esfuerzo realizado en abordar el problema
desde un punto de vista ma´s general y abstracto. Esta metodolog´ıa puede aplicarse a cualquier
campo de la Ingenier´ıa Qu´ımica donde aparezcan ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Ape´ndices 3
A. Fundamentos de cine´tica qu´ımica
Debido al cara´cter multidisciplicar de este proyecto, se considera interesante recoger los
conceptos ba´sicos de cine´tica qu´ımica, esto es, el estudio de la velocidad a la que transcurren las
reacciones. En este contexto estudiamos sistemas cerrados, homoge´neos e isote´rmicos, es decir:
No hay intercambio de materia con el exterior.
La reaccio´n tiene lugar en una sola fase (en nuestro caso, en fase gaseosa).
Los intercambios de calor con el exterior son suficientemente ra´pidos para que la tempe-
ratura del sistema no se modifique con la reaccio´n. No obstante, s´ı podra´ ser modificada
por otros factores.







donde mi y ri son los coeficientes estequiome´tricos de cada especie, que no son ma´s que la
relacio´n en que las mole´culas se combinan para que tenga lugar la reaccio´n. Es evidente que
existe una relacio´n entre el nu´mero de moles que desaparecen de cada unos de los reactivos y







donde cada fraccio´n representa la variacio´n en el nu´mero de moles de una especie desde el





donde ∆ni es el citado incremento en el nu´mero de moles de la especie i desde el instante inicial
de la reaccio´n (que, evidentemente, puede ser positivo o negativo) y νi representa su coeficiente
estequiome´trico, que tiene signo positivo si es un producto y negativo si es un reactivo.
La magnitud ξ, que es u´nica para la reaccio´n, recibe el nombre de extensio´n o grado de
avance de la reaccio´n y se expresa en moles. A partir de la definicio´n es fa´cil ver que inicialmente
su valor es siempre cero, mientras que los valores que adopta en otros momentos dependera´n,
generalmente, de las concentraciones iniciales presentes de cada compuesto.
Para el estudio de la reaccio´n es importante conocer la velocidad a la que se transforman las
especies, es decir, la variacio´n con el tiempo del nu´mero de moles de cada una.
Esta velocidad puede ser diferente para cada especie; por eso es conveniente utilizar la este-










La velocidad de conversio´n calculada de esta forma es una magnitud extensiva, es decir,
depende del taman˜o del sistema. Con tal de poder comparar las velocidades de conversio´n en
condiciones diferentes es u´til referirlas al volumen total del sistema V y obtener as´ı la magnitud












Si a lo largo de la reaccio´n el volumen del sistema no cambia, podemos expresar la velocidad






























A.1. Reacciones Elementales y complejas
Veamos ahora la forma que adopta la ecuacio´n de velocidad. E´sta dependera´ tanto de la tem-
peratura como de la composicio´n del sistema (reactivos, productos, catalizadores, disolvente,...).
Para numerosas reacciones de la forma de (A.1), la ecuacio´n de velocidad que se encuentra





donde los αi son los llamados o´rdenes parciales de reaccio´n respecto a la especie correspondiente,





Hay que destacar que el concepto de orden de reaccio´n es emp´ırico, es decir, so´lo se puede
obtener experimentalmente. Los o´rdenes de reaccio´n pueden ser positivos o negativos, enteros o
fraccionarios.
La constante de proporcionalidad recibe el nombre de constante de velocidad y debe
ser independiente de las concentraciones (aunque en realidad puede depender indirectamente a
trave´s de la influencia de e´stas con algunas de las propiedades del medio como los coeficientes de
actividad, permitividad o constante diele´ctrica, pH, etc.). La dependencia con la temperatura
biene dada por la ley de Arrhenius:
k = A0e−Ea/RT (A.10)
donde Ea es la energ´ıa de activacio´n de la reaccio´n, R es la constante de los gases
(R = 8.314 Jmol−1K−1) y A0 es el llamado factor preexponencial.
Se llama reaccio´n elemental aquella que tiene lugar en una sola etapa, sin intermedios de
reaccio´n. Reacciones complejas o compuestas son aquellas en que el paso de reactivos a productos
tiene lugar en ma´s de una etapa elemental. En el caso de reacciones compuestas pueden haber
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especies qu´ımicas que aparezcan en una etapa y desaparezcan en alguna de las posteriores, sin
ser ninguno de los reactivos o productos de la reaccio´n global que se considera. Estas especies
se llaman intermedios de reaccio´n y normalmente son especies muy reactivas.
Como ejemplo concreto, podemos considerar una reaccio´n global como la siguiente:
A+ 2B + C → 2D + F (A.11)
que tiene lugar a trave´s del siguiente mecanismo en tres etapas:
A+ 2B → D + I
I + C → G+ F
G+B → D
(A.12)
donde A,B,C son reactivos, D,F son productos y G, I son intermedios.
Se conoce como molecularidad de una reaccio´n elemental el nu´mero de especies reactivas
que intervienen. En un proceso elemental la molecularidad es igual al orden global de la reac-
cio´n, ya que los coeficientes estequiome´tricos coinciden con los o´rdenes parciales respecto a cada
reactivo. En la seccio´n 5.1.2 justificaremos este hecho.
Para reacciones no elementales, la ecuacio´n de velocidad no tiene porque´ presentar la forma














A.2. La Ley de Accio´n de Masas
Hemos indicado que la velocidad de reaccio´n en una reaccio´n elemental es proporcional
al producto de las concentraciones de los reactivos, elevados a sus respectivos coeficientes es-
tequiome´tricos. De igual modo, si la reaccio´n es reversible, la ecuacio´n de velocidad inversa
esta´ afectada por la concentracio´n de los productos.
Esto es lo que enucia la Ley de Accio´n de Masas, propuesta por Guldberg y Waage [4].
Aqu´ı, plantearemos un caso ma´s general que el que se trata en [4].
Empezaremos por plantear la reaccio´n:
mA+B → C (A.14)
De acuerdo con este balance (si la reacccio´n es elemental), la u´nica posibilidad que se forme
un mole´cula de C es por la colisio´n simulta´nea de m mole´culas de A con una de B.
Ser´ıa de esperar que la velocidad de reaccio´n fuera proporcional al nu´mero de formas en que
m mole´culas de A pueden combinarse con una de B para dar C.










Si tenemos p mole´culas de A, el nu´mero de grupos de m mole´culas A que pueden colisionar





. Manteniendo constante en nu´mero de mole´culas de B e incrementando el















Debemos tener en mente, que al hablar de nu´mero de mole´culas estamos hablando de nu´meros























np(np− 1) · · · (np−m+ 1)(np−m)!(p−m)!
p(p− 1) · · · (p−m+ 1)(p−m)!(np−m)! =
= l´ım
p→∞
np(np− 1) · · · (np−m+ 1)
p(p− 1) · · · (p−m+ 1) (A.18)
Tanto numerador como denominador pueden desarrollarse en potencias de np y p respecti-
vamente. Al haber m factores en el numerador, el te´rmino ma´s grande es nmpm. Los siguientes
te´rminos no sera´n evaluados expl´ıcitamente. Entonces:
R = l´ım
p→∞
nmpm + am−1n pm−1 + · · ·
pm + b1pm−1 + · · · = n
m (A.19)






La veloccidad de reaccio´n directa dependera´ del nu´mero demi grupos de Xi. Cadami grupos





grupos de Xj , y as´ı sucesivamente. Siguiendo los pasos de



























grupos de Yi, y as´ı sucesivamente. De forma ana´loga a la obtencio´n de (A.22),







Y finalmente, considerando la eleccio´n de un volumen unitario (ni = Ci), llegamos a la
ecuacio´n velocidad general para la reaccio´n:









Por u´ltimo plantearemos el caso ma´s general posible, donde tienen lugar n reacciones en las






rijXi j = 1÷ n (A.25)
Para este caso hay dos formas de plantear la ecuacio´n de velocidad (su utilidad dependera´ de





















i = 1÷ σ (A.26)
Otra forma de plantear el balance es utilizando el concepto de grado de avance introducido







Ci(t)rij j = 1÷ n (A.27)
donde debemos escribir las concentraciones en funcio´n del grado de avance:




Utilizaremos un planteamiento u otro en funcio´n del nu´mero de especies y el nu´mero de
reacciones, as´ı como de la dificultad en cada caso de implementar las ecuaciones en un algoritmo.
A.3. Aproximacio´n cine´tica al equilibrio
Desde el punto de vista termodina´mico, el estado de equilibrio para un sistema qu´ımico se
puede caracterizar sin ambigu¨edad por una constante de equilibrio que relaciona las actividades
de las diferentes especies bajo unas condiciones determinadas. El valor de esta constante de
equilibrio es independiente del camino recorrido por el sistema para llegar al equilibrio y, por lo
tanto de cualquier consideracio´n cine´tica:




















Veremos si realmente este equilibrio es coherente con el estudio dina´mico del sistema, en
particular con el estado estacionario. Esta deduccio´n se puede encontrar en el trabajo de Koen-
ing [30], donde el autor reescribe las conclusiones de Frost y Pearson [21] utilizando la notacio´n
propuesta por De Donder, para conguir el resultado general que aqu´ı se presenta.
Supongamos el mecanismo general introducido anteriormente (A.25). Para escribirlo de forma
au´n ma´s compacta, consideraremos:
νij = rij −mij (A.30)




νijXi j = 1÷ n (A.31)
Si todas las reacciones son elementales, podemos obtener la reaccio´n global del sistema a
partir de la combinacio´n lineal de las reacciones del mecanismo. Esto es, existen α1, α2, . . . , αn




αjνij i = 1÷ σ (A.32)
Ya hemos visto que la evolucio´n del sistema se puede estudiar resolviendo el sistema de
ecuaciones diferenciales dado por (A.27) y (A.28).





Por otro lado, el principio de microreversibilidad establece que en una situacio´n de
equilibrio, la velocidad de cada proceso y la de su opuesto son iguales, es decir, se compensan







Ci(t)rij = 0 j = 1÷ n (A.34)

















































Cνii = Keq (A.38)
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Por lo tanto, es posible caracterizar el equilibrio del sistema mediante su estudio cine´tico.
A.4. Reacciones de asociacio´n
Una reaccio´n de asociacio´n o de tres cuerpos es aquella en que dos reactivos se combinan para
formar ciertos productos, pero es necesaria la presencia de una tercera mole´cula. Un ejemplo
ilustrara´ mejor este concepto.
Consideremos la reaccio´n:
ClO + NO2 → ClONO2 (A.40)
Esta reaccio´n tiene lugar en dos etapas. Primero, los reactivos colisionan para formar un
mole´cula intermedia que se encuentra en un estado excitado:
ClO + NO2 → ClONO∗2 (A.41)
donde el asterisco representa un estado excitado. La mole´cula ClONO∗2 contiene demasiada
energ´ıa interna y es inestable [12], pudiendo usceder dos cosas. Por un lado, la mole´cula puede
colisionar con un tercer cuerpo M (generalmente N2 o O2), perdiendo la energ´ıa de excitacio´n
y dando lugar a un producto estable:
ClONO∗2 +M → ClONO2 +M (A.42)
De forma alternativa, se puede descomponer de nuevo en productos de reaccio´n:
ClONO∗2 → ClO + NO2 (A.43)
La velocidad de una reaccio´n de asociacio´n se suele escribir como:
v = k∗CClOCNO2 (A.44)
donde k∗ es la constante de reaccio´n efectiva de segundo orden para la reaccio´n de tres cuerpos.
Debemos recordar que debido a este planteamiento k∗ no so´lo sera´ funcio´n de la temperatura
sino´ tambie´n de la presio´n.
A.5. Fotoqu´ımica
Entre las reacciones atmosfe´ricas nos encontramos un tipo particular de reacciones qu´ımicas:
las fotoqu´ımicas. En estas reacciones la radiacio´n altera los enlaces moleculares.
El espectro electromagne´tico se divide en varias regiones en funcio´n de la longitud de onda
λ (o de la frecuencia ν). La luz del sol esta´ compuesta por radiacio´n ultravioleta, visible y del
infrarrojo cercano. Es una radiacio´n similar a la emitida por un cuerpo negro a unos 5700 K. La
energ´ıa (E) de un foto´n es directamente proporcional a la frecuencia (ν),
E = hν (A.45)
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donde h es la constante de Planck. Estos fotones solares llevan consigo energ´ıas del orden de elec-
tronvoltios, suficiente para romper enlaces en muchas mole´culas. Como resultado, la absorcio´n
de fotones solares en la atmo´sfera puede conducir a la rotura en fragmentos de dichas mole´culas
[12]. Este proceso es conocido como foto´lisis.
Figura 39: Diagrama del espectro electromagne´tico.
A.5.1. Absorcio´n y emisio´n de radiacio´n
Los procesos de absorcio´n y/o emisio´n de un foto´n por parte de una mole´cula resultan en un
cambio en su nivel de energ´ıa. En la absorcio´n, la mole´cula es transferida desde un nivel bajo de
energ´ıa a uno superior (correspondiendo el salto de energ´ıa al nu´mero de fotones absorvidos).
El mismo principio es aplicable a la emisio´n.
Las transiciones involucradas pueden ser de distintos tipos 11:
Niveles Rotacionales: regio´n de microondas (µw).
Niveles Vibracionales: regio´n del infrarojo (IR)
Estados Electro´nicos: regio´n de IR cercano, visibles y ultravioleta.
Estos niveles de energ´ıa esta´n cuantizados y en consecuencia las transiciones ocurren a cier-
tas frecuencias (discretas). La meca´nica cua´ntica proporciona las reglas de seleccio´n que indican
que transiciones esta´n permitidas, aunque dichas reglas no sera´n justificadas aqu´ı (ver [2]).
Para las transiciones rotacionales, esta condicio´n exige que la mole´cula tenga un momento
dipolar no nulo. As´ı, mole´culas como H2O y CO tienen espectro rotacional, mientras que el O2,
N2 y CO2 no contemplan este feno´meno. La absocio´n y emisio´n en la regio´n de µw no tiene im-
plicacio´n en la qu´ımica atmosfe´rica, sin embargo experimentalmente se utiliza para determinar
la concentracio´n de algunos componentes o el perfil de temperatura [6].
En cuanto a las transiciones vibracionales, una mole´cula sera´ capaz de absorber en IR si su
momento dipolar cambia en funcio´n de sus modos de vibracio´n. As´ı, mientras que O2 y N2 siguen
sin poder absorber en el IR, el CO2 posee algunas transiciones permitidas debido al cara´cter
as´ımetrico de su enlace.
11Estas transiciones pueden estar relacionadas. Es decir, transiciones vibracionales pueden ir acompan˜adas de
un cambio en la energ´ıa de rotacio´n, mientras que las transciones electro´nicas pueden traer consigo cambios en
las energ´ıas vibracionales y rotacionales de la mole´cula.
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Figura 40: Modos vibracionales del CO2. ν1 es inactivo, mientas que ν2 y ν3 son activos en IR.
La absocio´n de radiacio´n IR tiene una importante consecuencia en la atmo´sfera, su calen-
tamiento. El calor (en forma de radiacio´n), que de otra forma se disipar´ıa en el espacio exterior,
es absorvido por los componentes atmosfe´ricos (como H2O, CO2, CH4 y CFCs) implicando el
calentamiento de las capas bajas de la atmo´sfera12.
Finalmente, en el caso de las transiciones electro´nicas, tienen lugar modificaciones en las
distribuciones electro´nicas, siendo en algunos casos tan importantes que puede tener lugar la
disociacio´n de la mole´cula. En este caso, las reglas de seleccio´n son complejas y no sera´n discu-
tidas.
Para evaluar co´mo la radiacio´n solar se atenua por v´ıa de estas reacciones fotoqu´ımicas se
utiliza la ley de Beer-Lambert [2] [50], que establece la relacio´n entre la radiacio´n transmitida I





siendo C la concentracio´n de absorvente, l el grosor de la capa que atraviesa la radiacio´n y σ es
la seccio´n transversal de absorcio´n. Al te´rmino σCl se le suele llamar paso o´ptico.
A.5.2. Radiacio´n Solar
Para poder calcular la velocidad a la cual las mole´culas son excitadas, es necesario saber
la cantidad de radiacio´n disponible a diferentes altitudes de la atmo´sfera. Para ello, se requiere
el conocimiento del espectro solar, como tambie´n es necesario entender como esta radiacio´n es
atenuada a medida que penetra en la atmo´sfera terrestre.
En la figura 41 se puede observar como longitudes de onda menores de 100 nm son absorvidas
y no penetran a partir de unos 100 km, luego no sera´n consideradas. El O2 absorbe fuertemente
en la regio´n de 100-175 nm, conocida como el continuo de Schumann-Runge, y atenu´a la ra-
diacio´n en la termosfera. La absorcio´n debida a las bandas de Schumann-Runge entre 175-205
nm, ocurre predominantemente en la mesosfera y en la alta estratosfera. El O2 tambie´n posee
caracter´ısticas interesantes entre 200-245 nm, regio´n conocida como el continuo de Herzberg. No
obstante, la absorcio´n es de´bil, siendo el O3 el filtro dominante de radiacio´n solar en la regio´n
de 210-300 nm (bandas de Hartley).
Es interesante observar la radiacio´n no absorbida entre 200-225 nm entre las bandas de
Schumann-Runge y las de Hartley, que puede penetrar en la baja estratosfera.
12Cuando la concentracio´n de alguna de estas especies aumenta debido a la actividad antropoge´nica (por ejemplo
el CO2), existe un potencial para alterar el clima de la Tierra.
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Figura 41: Flujo solar en la atmo´sfera en funcio´n de la longitud
de onda para distintas alturas.
En el ape´ndice F se adjuntan los espectros de varias especies involucradas en reacciones
fotoqu´ımicas.
A.5.3. Procesos Fotof´ısicos y Fotoqu´ımicos
Tras la absorcio´n de radiacio´n UV o visible, la especie absorbente es conducida a un estado
electro´nico excitado. Desde este estado pueden tener lugar diferentes procesos, como muestra la
figura adjunta:
Figura 42: Ilustracio´n de los procesos fotof´ısicos y fotoqu´ımicos que pueden tener lugar tras
la excitacio´n electro´nica de una mole´cula.
La especie excitada puede reemitir el foto´n (fluorescencia o fosforescencia) volviendo a un es-
tado de menor energ´ıa; colisionar con otra mole´cula, transfiriendo energ´ıa en la colisio´n (quench-
ing) o puede tener lugar una reaccio´n qu´ımica (fotodisociacio´n o fotoisomerizacio´n). La probabil-
idad de que cada uno de estos procesos pueda tener lugar se conoce como el rendimiento cua´ntico
de dicho proceso, φ. Por definicio´n, la suma de rendimientos cua´nticos debe ser la unidad.
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A.5.4. Cine´tica de las reacciones fotoqu´ımicas
Este tipo de reacciones es normalmente tratado como reacciones de primer orden. El feno´meno
de foto´lisis se incluye en la constante de reaccio´n, que ahora recibe en nombre de frecuencia





donde I es el flujo solar, σ es la seccio´n transversal de absorcio´n y φ el rendimiento cua´ntico, en
los tres casos funcio´n de la longitud de onda λ. La integral se extiende entre λ1 y λ2, el intervalo
de longitudes de onda en el cual puede tener lugar la reaccio´n fotoqu´ımica.
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B. Teor´ıa ba´sica de ana´lisis de sistemas dina´micos
Supondremos que el problema a estudiar esta´ caracterizado por n variables y gobernado por
un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo
dx
dt
= x˙ = f(x, t), (B.1)
donde x = x(t) ∈ Rn es un vector, t es la variable independiente y f : U → Rn es una funcio´n
continua definida en un conjunto U ⊆ Rn × R. Para un tiempo dado t(0), y conocido el valor
de x(0) = x(0), entonces el valor de x(t) queda perfectamente determinado con el tiempo si f
cumple las hipo´tesis del Teorema de Picard (teorema B.3).
Remarca 1 Si el sistema depende de para´metros se escribira´ x˙ = f(x, t;λ), donde λ ∈ Rk es
el conjunto de para´metros considerado.
Remarca 2 Si existe la solucio´n x(t) para la condicio´n inicial x(t(0)) = x(0), entonces x(t)
estara´ definida para t ∈ (ω−(t(0), x(0)), ω+(t(0), x(0))), el intervalo ma´ximo de definicio´n.
Cuando una funcio´n es auto´noma13, el valor inicial t(0) es irrelevante y puede tomarse como
0. Entonces escribimos la solucio´n x(t(0)) = x(0) como φ(t, x(0)) o φt(x(0)) y se llama flujo. Si las
soluciones esta´n definidas se cumplira´ φt(φs(x(0))) = φt+s(x(0)), o simplemente φt ◦ φs = φt+s.
Observamos que esta familia tiene estructura de semigrupo abeliano, ya que
1. φt ◦ φs = φt+s,
2. (φt)−1 = φ−t,
3. φ0 ◦ φt = φt ◦ φ0 = φt, donde φ0 = Id,
4. φs ◦ φt = φt ◦ φs,
siempre que estas composiciones este´n definidas.
As´ı, partiendo de un determinado estado y dejando que el sistema evolucione t+ s unidades
de tiempo, nos encontramos en el mismo punto del espacio de fases en el que nos encontrar´ıamos
caso de haber dejado evolucionar el sistema t unidades primero y despue´s, partiendo del estado
alcanzado, evolucionando s nuevas unidades.
Es interesante interpretar tambie´n la propiedad 2, que nos dice que si pasamos de un estado
a otro haciendo evolucionar el sistema t unidades de tiempo, para volver al estado inicial ten-
dr´ıamos que retroceder esas mismas t unidades.
De ahora en adelante, si no se dice lo contrario, trabajaremos con sistemas auto´nomos, pues
nuestro intere´s se centra en el estudio de (A.26) y (A.27). Adema´s, todo sistema no auto´nomo
puede transformarse en auto´nomo an˜adiendo una variable adicional, pues podemos considerar
y ∈ Rn+1 de forma que y0 = t, yj = xj , si j > 0 siendo el nuevo sistema de ecuaciones y˙0 = 1,
y˙j = fj(y), j > 0.
13Si x˙ = f(x) no depende de la variable independiente, diremos que tenemos un sistema auto´nomo.
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Este ape´ndice junto con el ape´ndice C, recogen una descripcio´n argumentada de los con-
ceptos ba´sicos de la teor´ıa cualitativa del tipo de sistemas descrito. Todos los conceptos han
sido obtenidos ı´ntegramente de las referencias [7] [10] [18] [23] [42] [43] y [49], si bien durante
el texto se puede citar expresamente una referencia cuando pueda resultar adecuado ampliar la
informacio´n.
B.1. Conceptos y resultados previos
Empezaremos recordando algunas propiedades ba´sicas de R para generalizar a los espacios
de funciones, imprescindibles en el desarrollo de esta teor´ıa:
Dado un compacto K ⊂ R y un subconjunto del mismo con un nu´mero infinito de ele-
mentos, e´ste u´ltimo tiene un punto de acumulacio´n en el compacto. Al reducir la hipo´tesis
a un conjunto acotado en lugar de compacto, e´ste resultado continu´a siendo cierto, pero
puede que el punto de acumulacio´n no sea del conjunto, sino de su frontera.
R es completo, pues toda sucesio´n de Cauchy es convergente. En particular, para todo
nu´mero real existe una sucesio´n de racionales que tiende a dicho numero (en te´rmicos
topo´logicos R es separable).
Ahora generalizaremos estos conceptos en el espacio de funciones reales continuas sobre
A ⊂ R:
C(A,R) = {f : A→ R, f continua en A}. (B.2)
Lo primero que debe hacerse es dotar C(A,R) con una distancia, ya que las propiedades
anteriores dependen de esta nocio´n. Es ma´s, dado que C(A,R) es un espacio vectorial sobre R,
podemos dotarlo de una norma.
Definimos pues la norma:




Observemos que au´n debemos ser algo ma´s precisos pues si A no es compacto la norma
puede no estar definida. Por ejemplo, tomando A = (0, 1) y f(x) = 1/x, f ∈ C(A,R) pero en
cambio ||f || = supx∈(0,1){| 1x |} = ∞. Por lo tando debemos trabajar en un compacto A = K, o
bien definir de forma alternativa Cb(A,R) el espacio de las funciones continuas y acotadas
sobre A.
Definicio´n B.1. Diremos que una sucesio´n (fn) de C(K,R) (o Cb(A,R)) es de Cauchy si, dado
ε > 0, existe un νε tal que para n,m > νε tenemos:
||fn − fm|| = sup
x∈K
{|fn(x)− fm(x)|} < ε. (B.4)
Con esta definicio´n, la convergencia de Cauchy de sucesiones del espacio C(K,R) equivale a
la convergencia uniforme de Cauchy sobre R. En particular
Teorema B.1. C(K,R) (resp. Cb(A,R)) con la norma (B.3) es un espacio normado y completo.
Demostracio´n. En primer lugar, debe comprovarse que, efectivamente, es un espacio normado
pues (B.3) cumple:
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(N1) No negatividad: ||f || ≥ 0.
(N2) No degeneracio´n: ||f || = 0 si y so´lo si f = 0.
(N3) Multiplicatividad: ||αf || = |α|||f ||,∀α ∈ R.
(N4) Desigualdad triangular: ||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g||.
Esto es inmediato a partir de las propiedades del supremo y del valor absoluto. Para ver que
es completo debemos ver que contiene el l´ımite de cualquier sucesio´n de Cauchy. Si (fn) es de
Cauchy, para todo ε > 0 existe un ν, tal que para n,m > ν, supx∈K{|fn(x)− fm(x)|} < ε, y por
lo tanto:
|fn(x)− fm(x)| < ε ∀x ∈ K. (B.5)
Fijado x ∈ K, la sucesio´n nume´rica {fn(x)} es, por lo tanto, de Cauchy en R, que es com-
pleto. En consecuencia dicha sucesio´n converge a un valor real f(x). Esto define f(x) para cada
x ∈ K y por lo tanto tenemos un espacio completo. 
Un espacio normado y completo se llama espacio de Banach y el teorema anterior se puede
reformular como: “C(K,R) (resp. Cb(A,R)) con la norma (B.3) es un espacio de Banach”.
En esta seccio´n trabajaremos con espacios de Banach ma´s generales que el caso que acabamos
de discutir pero tal generalizacio´n es natural a partir de los conceptos expuestos.
El siguiente teorema, conocido como el teorema del mapa contractivo sera´ de gran
importancia en el desarrollo de la teor´ıa.
Teorema B.2 (Banach-Cacciopoli). Sea M un espacio me´trico completo con me´trica d, y
g :M →M una funcio´n lipschitziana con constante L < 1 (ver definicio´n B.2). Entonces, existe
un u´nico punto fijo x∗, g(x∗) = x∗. Adema´s gn(x)→ x∗ cuando n→∞, ∀x ∈M .











1− Ld(x0, g(x0)). (B.6)
Esta u´ltima desigualdad prueba que la secuencia gn(x0) es de Cauchy y por lo tanto tiene
l´ımite, que llamamos x∗. Veamos que es u´nico: si hubieran dos puntos fijos x∗1 y x∗2, entonces
d(x∗1, x∗2) = d(g(x∗1), g(x∗2)) ≤ Ld(x∗1, x∗2), que es imposible a no ser que d(x∗1, x∗2) = 0 y x∗1 =
x∗2 = x∗.
Finalmente, provemos que l´ımn→∞ gn(x) = x∗ es un punto fijo de g: g(x∗) = g(l´ımn→∞ gn(x)) =
l´ımn→∞ g(gn(x)) = l´ımn→∞ gn+1(x) = x∗ completando la demostracio´n. 
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Lema B.1 (Desigualdad de Gronwall). Sean v(t) y g(t) funciones escalares continuas y no










En primer lugar, estudiamos C > 0.
- t0 ≤ t < b No es posible derivar desigualdades manteniendo la desigualdad, por lo que




Entonces, v(t) ≤ U(t) y podemos derivar U . De hecho, U ′(t) = v(t)g(t) ≤ U(t)g(t).
Si C > 0, entonces U(t) > 0 y U ′(t)/U(t) ≤ g(t) que integrando da ln(U(t)/U(t0)) ≤∫ t
t0
g(s)ds y U(t) ≤ C exp(∫ tt0 g(s)ds) que U(t0) = C.
- a < t ≤ t0 Definimos U(t) = C+
∫ t0
t v(s)g(s)ds de modo que U
′(t) = −v(t)g(t) ≥ −U(t)g(t).
Entonces, ln(U(t0)U(t) ) ≥ −
∫ t0
t g(s)ds y U(t) ≤ C exp(
∫ t0
t g(s)ds).
Ahora debemos considerar el caso C = 0. Pero podemos tomar una sucesio´n de Cj que




Como el te´rmino de la derecha tiende a cero si j tiende a infinito, tomando v(t) = 0 se completa
la demostracio´n del teorema. 
B.2. Existencia y unicidad de soluciones
Definicio´n B.2. Una funcio´n f(x, t) se llama lipschitziana (o que satisface el criterio de Lip-
schitz) respecto a x si |f(x, t) − f(y, t)| ≤ L|x − y|, para todo y y x del dominio de la funcio´n,
donde | · | es una norma de Rn y Lip(f) = L <∞ la constante de Lipschitz para f .
A continuacio´n dicutimos la existencia y unicidad de soluciones en el caso en que la funcio´n
que define la ecuacio´n diferencial es continua, lipschitziana y auto´noma (el caso no auto´nomo
puede discutirse aumentando la dimensio´n del sistema).
Teorema B.3 (Existencia y Unicidad de Soluciones de EDOs). Sea U ⊂ Rn un abierto,
y f : U → Rn una funcio´n continua y lipschitziana. Sea x0 ∈ U y t0 ∈ R. Entonces, existe a > 0
y una solucio´n x(t), de x˙ = f(x) definida para t0 − a < t < t0 + a tal que x(t0) = x0. Adema´s,
si y(t) es otra solucio´n con y(t0) = x0, entonces x(t) = y(t) en dicho intervalo.
Demostracio´n. Veamos en primer lugar la existencia. Para x0 ∈ U tomamos b tal que
B(x0, b) = {x : |x − x0| ≤ b} ⊂ U . La funcio´n f es lipschitziana luego existe Lip(f) = L > 0 y
M > 0 tales que |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| y |f(x)| ≤M para todo x, y ∈ B(x0, b).
Si x(t) es una solucio´n con x(t0) = x0, entonces
x(t) = x0 +
∫ t
t0





Rec´ıprocamente, si x : J → Rn satisface (B.8), entonces x es una solucio´n de x˙ = f(x) con
x(t0) = x0. As´ı, para encontrar soluciones de la ecuacio´n diferencial ordinaria, basta buscarlas
en (B.8).
Con este objetivo, para y : J → B(x0, b), definimos




La idea es demostrar que F es una contraccio´n como la del teorema B.2 que tiene un punto
fijo que satisface (B.8) y, en consecuencia, es solucio´n de la EDO.
Necesitamos definir el espacio de funciones en el que F actu´a. En primer lugar es preciso
especificar el intervalo J . Tomamos a con a < mı´n{b/M, 1/L} y J = [t0 − a, t0 + a] y con-
sideraremos F actuando sobre las soluciones potenciales definidas para t en J . Hemos tomado
a < b/M para que F(y)(t) no abandone B(x0, b) para t en J y hemos tomado a < 1/L para que
F sea una contraccio´n por λ = aL.
Definimos ahora el espacio de funciones S de potenciales soluciones sobre el que actu´a F :
S = {y : J → B(x0, b) : y ∈ C0, y(t0) = x0,Lip(y) ≤M}, (B.10)
como el espacio de curvas M -lipschitzianas que parten de x0 en t = t0 y toman valores dentro
de B(x0, t). Definimos la norma en S:
||y − z||0 = sup{|y(t)− z(t)| : t ∈ J}. (B.11)
y S es as´ı un espacio me´trico completo.
Veamos ahora que F preserva S, es decir, si y ∈ S, entonces F(y) ∈ S. Claramente, F(y) es











Mds| =M |t2 − t1|. (B.12)
que demuestra que F(y) es lipschitziana como funcio´n de t con Lip(F(y)) ≤M . Entonces, para
|t− t0| ≤ a, |F(y)(t)− x0| = |F(y)(t)−F(y)(t0)| ≤M |t− t0| ≤Ma ≤ b y por lo tanto F(y)(t)
toma valores en B(x0, t) para |t− t0| ≤ a. Hemos visto as´ı que F : S → S.
Por u´ltimo, vemos que F es una contraccio´n en S,











≤ La||y − z||0 ≤ λ||y − z||0. (B.13)
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As´ı, F es una contraccio´n en S y en consecuencia tiene un u´nico punto fijo x∗ en S. Entonces
x∗ es solucio´n de (B.8) y la existencia queda probada.
Ahora demostraremos la continuidad y unicidad de la solucio´n. Sean x(t) y y(t) dos solu-
ciones con x(t0) = x0 e y(t0) = y0. Entonces,




Sea v(t) = |x(t)− y(t)| y v(t0) = |x0 − y0|. Vemos que
v(t) ≤ v(t0) + |
∫ t
t0




Ahora, utilizando el lema de Gronwall, vemos que v(t) ≤ v(t0)eL|t−t0|, o |x(t) − y(t)| ≤
|x0 − y0|eL|t−t0|, que pone de manifiesto la continuidad de la solucio´n.
Ahora es evidente que si x0 = y0, entonces v(t) = 0 y x(t) = y(t). Este u´ltimo argumento
prueba la unicidad de la solucio´n. 
Geome´tricamente puede realizarse la siguiente interpretacio´n: dado un campo f : U ⊂ Rn →
Rn, una solucio´n de x˙ = f(x), la ecuacio´n diferencial asociada a f , es una aplicacio´n φ : I → U
tal que en todo punto su derivada es paralela a la direccio´n del campo.
B.3. Puntos fijos o de equilibrio
Cuando estudiamos un sistema dina´mico, es razonable estudiar primero las soluciones ma´s
sencillas del problema. E´stas son los puntos fijos o puntos de equilibrio14. Un punto x∗ se
llama punto fijo si f(x∗) = 0, y por lo tanto φt(x∗) = x∗ ∀t ∈ R.
Ahora supongamos que el sistema esta´ en equilibrio. Repentinamente se altera el valor de
las variables (en nuestro caso debemos pensar en la concentracio´n de las especies) y nos pregun-
tamos si el sistema permanerera´ cerca de x∗ para todo tiempo futuro. Diremos que el equilibrio
sera´ estable si soluciones cercanas no se alejan “demasiado”. Para cuantificar este “demasiado”
se da la siguiente:
Definicio´n B.3 (Estabilidad). Diremos que x∗ ∈ Rn es estable (en el sentido de Lyapunov)
si y so´lo si ∀ε > 0, ∃δ > 0, tal que si x(0) ∈ Rn verifica |x(0) − x∗| < δ, entonces |x(t)− x∗| < ε
∀t ≥ 0.
Definicio´n B.4 (Estabilidad asinto´tica). Diremos que x∗ ∈ Rn es asinto´ticamente estable
si es estable y adema´s l´ımt→∞ x(t) = x∗, si x(0) es un punto suficientemente pro´ximo a x∗.
Finalmente, diremos que x∗ ∈ Rn es inestable si no es estable.
14Adema´s, en problemas como el nuestro, donde se puede alcanzar un estado estacionario, los puntos fijos son
de especial intere´s.
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B.4. El Sistema Lineal x˙ = Ax
El caso ma´s sencillo que podemos encontrarnos es un sistema lineal. Diremos que el sistema
(B.1) es lineal si:
x˙ = f(x) = Ax x ∈ Rn (B.16)
donde A ∈Mn×n(R) es una matriz de coeficiente constantes15. Es sencillo ver que las soluciones
de (B.16) son de la forma [18]:
x(x(0), t) = etAx(0) (B.17)
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Si A tiene n vectores propios linealmente independientes vj de valor propio λj , j = 1 ÷ n,
entonces podemos tomarlos como base del espacio:
xj(t) = eλjtvj (B.20)
y as´ı escribir la solucio´n general sin necesidad de evaluar (B.18):
x(x(0), t) = CeDtC−1x(0) (B.21)
donde la matriz C es una matriz de cambio de base, cuyos vectores columna son los vectores
propios de A y la matriz D es una matriz diagonal16, que contiene sus valores propios.
Si λj es una valor propio complejo de multiplicidad simple, λj = αj± iβj , cuyo vector propio
asociado es vj = vR ± ivI , tomaremos [18]:
xj(t) = eαjt(vRcosβjt− vIsenβjt)
xj+1(t) = eαjt(vRcosβjt− vIsenβjt) (B.22)
Diremos que etA : Rn → Rn define un flujo φt en Rn y que este flujo esta´ generado por el
campo vectorial Ax. Este flujo puede considerarse como el conjunto de todas las soluciones de
(B.16). Ciertas soluciones del conjunto juegan un papel importante: son las correspondientes a
los subespacios generados por los vectores propios. Estos subespacios son invariantes para etA.
Por ejemplo, si vj es un vector propio real de A (en consecuencia tambie´n de etA), entonces una
solucio´n que pasa por un punto cvj ∈ Rn permanecera´ en el subespacio de vj para todo instante
posterior. De hecho:
x(cvj , t) = cvjeλjt (B.23)
15Sen˜alamos que e´ste no es el caso ma´s general, pero ya hemos comentado que estudiaremos u´nicamente sistemas
auto´nomos y en consecuencia, los coeficientes de la matriz A deben ser constantes.
16Si A no diagonaliza, puede seguirse un argumento similar tomando una base de Jordan.
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En consecuencia, los espacios propios de A son subespacios invariantes para el flujo etA. As´ı,
dividiremos el espacio en tres subespacios:
el subespacio estable, Es = {v1, . . . , vns}
el subespacio inestable, Eu = {u1, . . . , unu}
el subespacio centro, Ec = {w1, . . . , wnc}
donde v1, . . . , vns son los ns vectores propios cuyos valores propios tienen parte real negativa
((B.23) decrece exponencialmente), u1, . . . , unu son los nu vectores propios cuyos valores propios
tienen parte real positiva ((B.23) crece exponencialmente) y w1, . . . , wnc son los nc vectores
propios cuyos valores propios tienen parte real nula ((B.23) no crece ni decrece). Por supuesto
que ns + nu + nc = n, siendo por tanto Es ⊕ Eu ⊕ Ec = Rn.
Este criterio nos lleva a la siguiente definicio´n, que sera´ de gran utilidad de ahora en adelante
en el estudio de sistemas no lineales [43] [18]:
Definicio´n B.5 (Matriz Hiperbo´lica). Diremos que una matriz A es hiperbo´lica (en el con-
texto de las ecuaciones diferenciales) si todos sus valores propios tienen parte real distinta de
cero. Un punto fijo es hiperbo´lico si la matriz del sistema lineal asociado es hiperbo´lica.
Con lo visto hasta ahora, es sencillo caracterizar la estabilidad de los puntos fijos de los
sistemas lineales. E´stos sera´n inestables cuando alguno de los valores propios de A tenga parte
real positiva, en cuyo caso existira´ una variedad lineal inestable Eu por donde “escapara´n” las
soluciones del sistema.
B.5. El Sistema No Lineal x˙ = f(x).
B.5.1. Sistemas continuos (flujos)
Ahora nos enfrentamos a un problema mucho ma´s complicado. De forma ana´loga, una buena
manera de empezar a abordar el estudio es buscando los puntos fijos del sistema y caracterizar
el comportamiento de las soluciones entorno a ellos.
En un primer intento, linealizaremos f(x) en x∗ desarrollando en serie de Taylor f(x) hasta
primer orden:
ξ˙ = Df(x∗)ξ ξ ∈ Rn (B.24)
donde Df = [∂fi/∂xj ] es la matriz jacobiana de las primeras derivadas parciales de la funcio´n
f(x), y x = x∗ + ξ, |ξ|  1. El flujo linealizado Dφt(x∗)ξ se obtiene integrando (B.24):
Dφt(x∗)ξ = etDf(x
∗)ξ (B.25)
La pregunta que nos hacemos es que´ podemos decir acerca de x˙ = f(x) basa´ndonos en nues-
tro conocimiento de (B.24). La respuesta se apoya en dos importantes teoremas que se presentan
a continuacio´n [18], [10], [42]: el teorema de Hartman-Grobman (B.6) y el de la Variedad
Estable (B.7).
El primer teorema nos dira´ cua´ndo las o´rbitas de ambos sistemas son equivalentes (topolo´gi-
camente), es decir, son las mismas excepto por un “cambio de coordenadas” [43].
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El segundo teorema muestra la existencia para el sistema no lineal de dos objetos equivalentes
a los subespacios invariantes estable (Es) e inestable (Eu), que llamaremos variedades estable
e inestable locales, W sloc y W
u
loc, respectivamente. Estas se definen como:
W sloc(x




∗) = {x ∈ U | l´ım
t→−∞φt(x) = x
∗} (B.27)
B.5.2. Sistemas discretos (mapas)
Existen diversas formas de construir mapas discretos y podemos encontrar ejemplos claros
en el estudio de la seccio´n de Poincare´ (seccio´n B.8), en la resolucio´n nume´rica de ecuaciones
diferenciales (ape´ndice E) o en el estudio del flujo φt fijado un valor t = t0. Otra clase de mapas
es la que aparece en procesos iterativos para aproximar puntos fijos de la forma x = G(x).
Se ha visto como el sistema lineal (B.16) conduce a un flujo cuyo mapa se puede expresar
eAt : Rn → Rn, donde eAt es una matriz n × n. Para un valor fijo t = τ sea eAτ = B, estonces
B es una matriz de coeficientes constantes y la ecuacio´n en diferencias
xk+1 = Bxk o x 7→ Bx, (B.28)
es un sistema dina´mico discreto obtenido a partir del flujo de (B.16). De forma ana´loga, un
sistema no lineal de flujo φt conduce a un mapa no lineal
xk+1 = G(xk) o x 7→ G(x) (B.29)
donde G = φt es una funcio´n vectorial no lineal. Los difeomorfismos17 o sistemas dina´micos
discretos pueden ser estudiados por s´ı mismos, como vamos a ver.
Definicio´n B.6. Diremos que x∗ es un punto fijo de (B.29) si la funcio´n G env´ıa x∗ a s´ı mismo.
Definicio´n B.7. Una o´rbita de un mapa lineal x 7→ Bx es una secuencia (sucesio´n) de puntos
{xi}∞i=−∞ definida por xi+1 = Bxi, dado un punto inicial. Si dicha sucesio´n converge y tiene
l´ımite que denotaremos x∗, entonces x∗ es un punto fijo de (B.29).
De igual modo que es interesante saber acerca de la estabilidad de puntos fijos de sistemas
de EDOs, es preciso discutir la estabilidad de x∗ para entender el comportamiento de xn cercano
a x∗. Considerando la diferencia y desarrollando en serie de potencias:
xk+1 − x∗ = G(xk)−G(x∗) = ∂G(x∗)
∂x
(xk − x∗) +O(|xk − x∗|2) (B.30)
puede estudiarse la estabilidad del sistema lineal, cuya matriz jacobiana denotaremos J =
[∂G(x∗)/∂x] = DG(x∗)
xk+1 − x∗ = J(xk − x∗), (B.31)
que puede iterarse sucesivamente para obtener:
xk+1 − x∗ = Jk+1(x0 − x∗) (B.32)
17Si el flujo φt ∈ Ck entonces G es un mapa Ck con inversa Ck, es decir, un difeomorfismo.
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Si existe un conjunto de n vectores propios linealmente independientes wi con valores propios
µi, el vector x0 − x∗ sera´ una combinacio´n lineal de wi. As´ı, reescribiendo (B.32):













vemos como la convergencia xk → x∗ so´lo puede tener lugar cuando |µi| < 1 (progresio´n ge-
ome´trica). De forma general, si todos los valores propios de B (o J resp.) esta´n dentro de la
circunferencia unidad, los iterados xk convergen (localmente) a x∗, el cual es un punto fijo estable.
Podemos definir subespacios estables, inestables y centro de una forma ana´loga a campos
vectoriales lineales:
Es = {vectores propios de B de valores propios de mo´dulo < 1}
Eu = {vectores propios de B de valores propios de mo´dulo > 1}
Ec = {vectores propios de B de valores propios de mo´dulo = 1}
Si B no tiene valores propios de mo´dulo uno, entonces podemos determinar su estabilidad a
partir del resto de valores propios. En general, si x∗ es un punto fijo de G y DG(x∗) no tiene
valores propios de mo´dulo uno, entonces x∗ es un punto fijo hiperbo´lico.
Debe tenerse en cuenta que flujos y mapas difieren de forma crucial en el hecho que un flujo
φt(p) es una curva en Rn, mientras un mapa {G(p)} es una secuencia de puntos. As´ı, las var-
iedades invariantes de un flujo esta´n compuestas por la unio´n de curvas solucio´n, y en cambio,
las de un mapa son uniones de puntos discretos.
B.6. Teorema de Hartman-Grobman
Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, la estabilidad esta´ determinada por la
parte real de los valores propios. Para un punto fijo de un sistema no lineal, la parte real de
los valores propios de la derivada tambie´n pueden determinar la estabilidad. En esta seccio´n
estudiaremos cua´ndo esto es posible.
Definicio´n B.8. Sean f y g dos campos definidos en abiertos Uf y Ug de Rn respectivamente,
ambos Cr, r ≥ 1. Diremos que son topolo´gicamente equivalentes (C l equivalentes) si existe un
homeomorfismo (C l difeomorfismo), h : Uf → Ug que envia las o´rbitas de f a las o´rbitas de g:
h({φf (t, p), t ∈ If (p)}) = {φg(t, h(p)), t ∈ Ig(p)}. (B.34)
Para una o´rbita particular h(φf (t, p)) = φg(α(t, p), h(p)), que pone de manifiesto el hecho
que la parametrizacio´n no necesariamente preserva el tiempo.
Definicio´n B.9. Diremos que f y g son topolo´gicamente conjugados (respectivamente C l con-
jugados) si h(φf (t, p)) = φg(t, h(p)).
Finalmente, h recibe el nombre de conjugacio´n o equivalencia segu´n el caso. Una equiva-
lencia preserva ciertas propiedades de las soluciones. En particular se preservan las soluciones
perio´dicas y los puntos de equilibrio, as´ı como la estabilidad.
En consecuencia, el estudio de un campo conjugado ma´s sencillo nos dara´ una idea del re-
trato de fases de un sistema, as´ı como de su comportamiento asinto´tico.
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En el caso hiperbo´lico, el teorema de Hartman-Grobman permite tal equivalencia. En primer
lugar estudiaremos la versio´n del teorema para mapas (esto es, el difeomorfismo obtenido al dis-
cretizar el flujo), para luego introducir el teorema para flujos.
B.6.1. Teorema de Hartman-Grobman para difeomorfismos
Como hemos comentado, trabajaremos en espacios de funciones y con mapas lineales acota-
dos. En el caso general, para dos espacios de Banach E1 y E2, si A : E1 → E2 es un mapa lineal





El mapa lineal A es un mapa lineal acotado si la norma ||A|| es finita (aun cuando la funcio´n
A no tome valores acotados en E2). Sea L(E1,E2) el conjunto de los mapas lineales acotados
entre E1 y E2 para la norma || · ||. En particular, trabajaremos en los espacios E1 = E2 = Rn.
Una funcio´n F : Rn → Rn se llama acotada si existe una C > 0 de forma que uniformemente
se satisface |F (x)| ≤ C para todo x ∈ Rn. Sea C0b (Rn) = C0b (Rn,Rn) el espacio de todos los
mapas continuos y acotados de Rn en Rn. En este espacio, introducimos la topolog´ıa dada por
el supremo:
||v1 − v2||0 = sup
x∈Rn
|v1(x)− v2(x)|. (B.36)
Con esta norma, C0b (Rn) es un espacio me´trico completo.
Para un mapa diferenciable G : Rn → Rk, la derivada en cada punto a ∈ Rn es un mapa
lineal acotado DG(a) : Rn → Rk. Sea C1b (Rn) el conjunto de las funciones diferenciables de
Rn en Rn, G : Rn → Rn, tales que G ∈ C0b (Rn) y tales que existe una cota uniforme para su
derivada, es decir, existe una constante C independiente de a ∈ Rn tal que ||DG(a)|| ≤ C.
Consideraremos funciones F : Rn → Rn tales que F = A + G con A ∈ L(Rn,Rn) un mapa
lineal hyperbo´lico invertible y G ∈ C1b (Rn). El teorema de Hartman-Grobman global dice que F
puede conjugarse con A por un mapa continuo h : Rn → Rn con h = Id + v y v ∈ C0b (Rn). En
concreto:
Teorema B.4. Sea A ∈ L(Rn,Rn) un mapa lineal hiperbo´lico invertible. Existe un ε > 0 tal que
si G ∈ C1b (Rn) con Lip(G) < ε, entonces F = A+G es topolo´gicamente conjugado a A por un
mapa h = Id+ v con v ∈ C0b (Rn), y la conjugacio´n es u´nica entre mapas Id+k con k ∈ C0b (Rn).
Formalmente, la existencia de la conjugacio´n puede probarse por el Teorema de la Funcio´n
Impl´ıcita. Para G ∈ C1b (Rn), queremos encontrar un mapa Id+v que conjuga A+G con A, esto
es:
(A+G) ◦ (Id + v) = (Id + v) ◦A,
(A+G) ◦ (Id + v) ◦A−1 = Id + v,
0 = Id + v − (A+G) ◦ (Id + v) ◦A−1,
0 = v −A ◦ v ◦A−1 −G ◦ (Id + v) ◦A−1. (B.37)
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En consecuencia, definimos Ψ : C1b (Rn)× C0b (Rn)→ C0b (Rn) por
Ψ(G, v) = v −A ◦ v ◦A−1 −G ◦ (Id + v) ◦A−1. (B.38)
Dado G, queremos encontrar vG tal que Ψ(G, vG) = 0. Notemos que Ψ(0, 0) = Id − A ◦
Id ◦ A−1 = 0 luego esperamos poder utilizar el Teorema de la Funcio´n Impl´ıcita cerca de
(0, 0) ∈ C1b (Rn)× C0b (Rn) pare resolver vG con Ψ(G, vG) = 0.
Todas nuestra te´cnicas se apoyan en el teorema B.2, por lo que cambiaremos el problema de
encontrar un cero de Ψ por el de encontrar un punto fijo de la funcio´n Θ : C1b (Rn)×C0b (Rn)→
C0b (Rn) dado por
Θ(G, v) = L−1{Lv −Ψ(G, vG)}, (B.39)
donde Lv = (Id−A#)v, con A#v = A ◦ v ◦A−1.
Tras ver que L es un isomorfismo (lema B.2) probaremos que si ||L||Lip(G) < 1, entonces
Θ(G, ·) es una contraccio´n en C0b (Rn) con un u´nico punto fijo vG. Tomando F = A + G y
h = Id + vG, vemos que h = F ◦ h ◦ A−1 o bien h ◦ A = F ◦ h. Finalmente, el lema B.3 prueba
que h es inyectiva y el lema B.4 prueba que h es exhaustiva, luego h es una conjugacio´n de A
con F .
Previo a la demostracio´n, es preciso introducir algo ma´s de notacio´n y algunos resultados
sobre mapas lineales en espacios de Banach. La matriz A es hiperbo´lica, por consiguiente pode-
mos definir los subespacios estable e inestable: Eu ⊕ Es = Rn.
Descomponemos as´ı el espacio, C0b (Rn,Rn) = C0b (Rn, Eu) ⊕ C0b (Rn, Es), de funciones con-
tinuas acotadas. Pondremos normas en Eu y Es tales que el mapa lineal A sea una contraccio´n
y una expansio´n en estos subespacios: ||(A|Eu)−1|| ≤ a < 1 y ||AEs || ≤ a < 1. En Rn conside-
raremos la norma del ma´ximo entre las normas de Eu y Es: si v = vu + vs con vσ ∈ Eσ para
σ = u, s entonces
|v| = ma´x{|vu|, |vs|}. (B.40)
Sea el mapa de C0b (Rn,Rn) definido anteriormente:
L(v) = v −A ◦ v ◦A−1 = (Id−A#)v. (B.41)
Para σ = u, s, sea Aσ# = A#|C0b (Rn,Eσ) y L
σ = L|C0b (Rn,Eσ).
Introducimos ahora el siguiente:
Lema B.2. Sea E un espacio de Banach y G,B ∈ L(E,E).
(a) Si ||G|| ≤ a < 1, entonces Id−G es un isomorfismo y ||(Id−G)−1|| ≤ 11−a .
(b) Si B es un isomorfismo con ||B−1|| ≤ a < 1, entonces B − Id es un isomorfismo con
||(B − Id)−1|| ≤ a1−a .
Demostracio´n.
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(a) Dado y queremos encontrar x tal que x−Gx = y, o x = y +Gx. Podemos encontrar este
x como punto fijo de un mapa u. Sea u : E× E→ E dado por u(x, y) = y +Gx. Entonces
u(x1, y)− u(x2, y) = G(x1 − x2), luego |u(x1, y)− u(x2, y)| ≤ a|x1 − x2|.
As´ı, fijado y, u(·, y) es una contraccio´n. Por el teorema B.2, existe un u´nico punto fijo
xy = u(xy, y) = y +Gxy. As´ı, y = (Id−G)xy. La existencia de xy muestra que Id−G es
exhaustivo. La unicidad muestra que Id−G es inyectivo. Para conseguir la cota de la norma






de modo que (Id−G)−1 es un mapa lineal acotado y ||(Id−G)−1|| ≤ 11−a .
(b) Por el apartado (a), B−1 − Id es un isomorfismo. Como B − Id = B(Id−B−1 vemos que




Mirando (B.39) notamos que es preciso demostrar tambie´n la existencia de L−1. La norma





donde v ∈ C0b (Rn, Eσ),
||As#v||0 = sup
x∈Rn
|Av ◦A−1x| = sup
y∈Rn
|Av(y)| ≤ a||v||0. (B.44)
As´ı, ||Aσ#|| ≤ a, y por el apartado (a) del lema anterior, Ls = Id − Aσ# es invertible con
||(Ls)|| ≤ 11−a . Por un ca´lculo similar, ||(Au#)−1|| ≤ a, y por el apartado (b), Lu = Id − Au# es
invertible con ||(Lu)−1|| ≤ a1−a . Debido a que la norma en Rn es la ma´xima de las normas de Eu
y Es, tenemos que ||L−1|| ≤ 11−a .
Ahora estamos en situacio´n de ver que Θ es contractivo:
Θ(G, v) = L−1{Lv −Ψ(G, v)}
= L−1{v −A#(v)− v +A#(v) +G ◦ (Id + v) ◦A−1}
= L−1{G ◦ (Id + v) ◦A−1}. (B.45)
As´ı,
||Θ(G, v1)−Θ(G, v2)||0 ≤ ||L−1|| sup
x∈Rn
|G ◦ (Id + v1) ◦A−1x−G ◦ (Id + v2) ◦A−1x|
≤ 1
1− aLip(G) supy∈Rn |v1(y)− v2(y)|
≤ 1
1− aLip(G)||v1 − v2||0. (B.46)
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Para G fijado con 11−aLip(G) < 1, Θ(G, ·) es una contraccio´n en C0b (Rn,Rn). Ya que es un
espacio me´trico completo, existe un u´nico punto fijo vG con Θ(G, vG) = vG, que es equivalente
a Ψ(G, vG) = 0. Tomando F = A + G y h = Id + vG, el hecho que Ψ(G, vG) = 0 implica que
h = (A+G) ◦ h ◦A−1 = F ◦ h ◦A−1, que implica h ◦A = F ◦ h. Lo u´nico que queda por ver es
que h es un homeomorfismo.
Lema B.3. El mapa h = hF es inyectivo.
Demostracio´n. Si h(x) = h(y), entonces h◦Ax = F ◦h(x) = F ◦h(y) = h◦Ay. Por induccio´n,
h(Anx) = h(Any) para n ≥ 0. Usando el hecho que F es invertible y F−1 ◦h = h◦A−1, podemos
ver que h(Anx) = h(Any) para n ≤ 0, luego para todo n ∈ Z.
Ahora, escribimos x = xu + xs y y = yu + ys con xσ, yσ ∈ Eσ. Si x 6= y, entonces xu 6= yu
y xs 6= ys. Si xu 6= yu, entonces |Ajxu − Ajyu| ≥ a−j |xu − yu|. As´ı, podemos tomar j ≥ 0 con
|Ajxu − Ajyu| ≥ 3||h − Id||0 > 0. (Si h = Id entonces es homeomorfismo y hemos acabado.)
Entonces, tomando xj = Ajx y yj = Ajy, h(xj)− h(yj) = xj − yj + (h− Id)(xj)− (h− Id)(yj),
luego 0 = |h(xj) − h(yj)| ≥ |xuj − yuj | − |(h − Id)(xj)| − |(h − Id)(yj)| ≥ ||h − Id||0 > 0. Esta
contradiccio´n muestra que no es posible que xu 6= yu. Finalmente, usando iterados negativos
probamos xs = ys. 
Lema B.4. El mapa h es exhaustivo, luego es un homeomorfismo de Rn.
Demostracio´n. Se demuestra a partir del hecho que h esta´ a una distancia acotada de la iden-
tidad: sea b = ||h− Id||0. Sean Br(0) y Br(0) las respectivas bolas abiertas y cerradas centradas
en el or´ıgen y de radio r, y sea S(r) = Br(0) \Br(0) la esfera de radio r centrada en el or´ıgen.
Notamos que para todo x ∈ Br(0), h(x) ≤ |h(x)−x|+ |x| ≤ b+r, luego h(Br(0)) ⊂ Br+b(0).
De forma similar, para x ∈ S(r), |h(x)| ≥ |x| − |h(x) − x| ≥ r − b, luego h(S(r)) ⊂ Br+b(0) \
Br−b(0).
Como h es biyectiva, env´ıa conjuntos abiertos a conjuntos abiertos. En particular, las ima´genes
h(Br(0)) son abiertas. Tomando su unio´n, h(Rn) es abierto.
Por otro lado, supongamos que z0 ∈ Rn. Existira´ pues una sucesio´n de xj ∈ Rn con h(xj)
covergiendo a z0. As´ı, h(xj) es acotado con |h(xj)| ≤ |z0|+1 ≡ R. Como R ≥ |h(xj)| ≥ |xj | − b,
tenemos que |xj | ≤ R + b, y los xj esta´n acotados. Como BR+b(0) es un compacto, existira´ na
subsucesio´n xji , que converge a un punto x0 ∈ BR+b(0). Por continuidad de h, h(x0) = z0. En
consecuencia, z0 esta´ en la imagen y h(Rn) = h(Rn).
Como h(Rn) es abierto y cerrado en Rn conexo, entonces h(Rn) = Rn. 
Ahora presentamos la versio´n local del teorema. Para ello, definimos una funcio´n ξ : Rn →
[0, 1] de clase C∞ que cumpla la condicio´n siguiente:
ξ =
{
1, si |x| ≤ 1
2, si |x| ≥ 2 (B.47)







En particular, tenemos el siguiente
Teorema B.5. Sea U0 un entorno abierto del origen en Rn. Sea F : U0 → Rn un difeomorfismo
local Cr con r ≥ 1 tal que F (0) = 0 y A = DF (0). Entonces, dado ε > 0, existe un entorno menor
U ⊂ U0 y una extensio´n Cr que denotamos F : Rn → Rn con F |U = F |U , (F−A) ∈ C1b (Rn,Rn),
y Lip(F −A) < ε.
Demostracio´n. Tomamos una funcio´n C∞ del tipo (B.47). En particular, podemos encontrar
una cota para su primera derivada |ξ′(x)| ≤ K.
Sea G = F − A (vemos que DG(0) = 0). Tomamos δ > 0 tal que ||DG(x)|| < ε/(4K) para





G(x) F (x) = Ax+G(x). (B.49)
De este modo F |U = F |U donde U = Bδ(0) y F |Rn\B2δ(0) = A. As´ı F ∈ C1b (Rn,Rn) y so´lo













































|x− y| ≤ ε|x− y|. (B.50)
que termina la demostracio´n. 
B.6.2. Teorema de Hartman-Grobman para flujos
Consideremos ahora la ecuacio´n diferencial auto´noma x˙ = f(x) en el entorno de un punto fijo
hiperbo´lico x∗. Por translacio´n podemos considerar sin pe´rdida de generalidad el caso x∗ = 0.
Sea A = Df(0). Usando una funcio´n del tipo (B.47), podemos encontrar una extensio´n f que
coincida con f en un entorno del origen y con A fuera de e´l. Sea φt el flujo para la ecuacio´n
diferencial x˙ = f(x) (notemos que coincide con el de la EDO original en el entorno del origen)
y etA el flujo para la ecuacio´n linealizada x˙ = Ax.
Tomando un tiempo t = 1, se pueden definir los mapas φ1(x) y eAx. Por el teorema B.4,
existe una conjugacio´n h entre φ1 y eA, h ◦ eA = φ1 ◦h. En particular, el siguiente lema muestra
que efectivamente h conjuga φt con etA para todo tiempo.
Lema B.5. El mapa h cumple φt ◦ h ◦ e−tA = h para todo t ∈ R.
Demostracio´n. Sea t ∈ R fijado. Primero observamos que adema´s de h, φt ◦ h ◦ e−tA tambie´n
conjuga φ1 con eA:
φ1 ◦ (φt ◦ h ◦ e−tA) ◦ e−A = φt ◦ (φ1 ◦ h ◦ e−A) ◦ e−tA = φt ◦ h ◦ e−tA (B.51)
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debido a que hemos discutido que h es una conjugacio´n para los mapas definidos con t = 1.
Veamos que φt ◦ h ◦ e−tA − Id es acotado, pues
φt ◦ h ◦ e−tA − Id = (φt − e−tA) ◦ h ◦ e−tB + etB ◦ (h− Id) ◦ e−tB. (B.52)
El segundo te´rmino es acotado, pues lo es h− Id. Ambos flujos coinciden fuera de un entorno
acotado, luego el primer te´rmino es acotado por compacidad. As´ı, φt ◦ h ◦ e−tA − Id es acotado,
luego tambie´n conjugacio´n. Por la unicidad del teorema B.4, φt ◦ h ◦ e−tA = h. 
Con todos estos argumentos, presentamos la versio´n local del teorema de Hartman, que ya
ha sido demostrado.
Teorema B.6 (de Hartman-Grobman). Sea x∗ un punto fijo hiperbo´lico de x˙ = f(x).
Entonces, el flujo φt(x) de f es conjungado al flujo af´ın x∗ + eDf(x
∗)t(y − x∗) en un entorno de
x∗. En concreto, existe un entorno U de x∗ y un homeomorfismo h : U → U tal que φt(h(x)) =
h(x∗ + eDf(x∗)t(y − x∗)).
Acabamos la seccio´n presentando como corolario el criterio de estabilidad que proporciona
el teorema de Hartman- Grobman.
Corolario B.1. Sea x∗ un punto fijo hiperbo´lico de x˙ = f(x). Si todos los valores propios de
Df(x∗) tienen parte real negativa, entonces x∗ es asinto´ticamente estable. Si algu´n valor propio
tiene parte real positiva entonces x∗ es inestable.
B.7. Teorema de la Variedad Estable
Teorema B.7 (de la Variedad Estable). Sea x∗ un punto fijo hiperbo´lico de x˙ = f(x).
Entonces, existen localmente las variedades estable e inestable W sloc(x
∗), W uloc(x
∗), de dimensio´n
ns, nu, igual que los espacios propios Es, Eu del sistema linel (B.16), y tangentes a Es, Eu en
x∗. W sloc(x
∗) y W uloc(x
∗) son tan continuas como f .
En el ape´ndice C introducimos el teorema de la variedad central, que es la equivalente al
subespacio Ec. Debido a que las demostraciones son muy similares (incluso podemos decir que
la demostracio´n para W c presenta mayores dificultades), no vamos a demostrar en teorema an-
terior (pueden verse distintas demostraciones en [10], [23] o [42]), sin embargo lo discutiremos a
fin de preparar el camino para estudiar la variedad central.
Consideremos un punto de equilibrio hiperbo´lico de la ecuacio´n x˙ = f(x), x ∈ Rn, f ∈ Cr,
r ≥ 1. Sin pe´rdida de generalidad podemos escribir el sistema de la forma:{
x˙s = Λsxs + fs(xs, xu)
x˙u = Λuxu + fu(xs, xu)
(B.53)
donde xs ∈ Rns , xu ∈ Rnu , ns + nu = n y Λs, Λu son matrices constantes de valores propios de
parte real negativa y positiva respectivamente. Las funciones fs, fu ∈ Cr.




(t−σ)Λf(x(σ, x0))dσ, que en componentes se escribe:
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Si partimos de una solucio´n sobre la variedad estable, x(t) es acotada para t ≥ 0, y usamos
que fs, fu son acotadas para t ≥ 0, resulta que (multiplicando a ambos lados de la segunda
ecuacio´n por e−tΛu y tomando el l´ımite):















Ana´logamente, se puede realizar la misma discusio´n sobre la variedad inestable. Sobre e´sta,












As´ı, hemos visto cuando la linealizacio´n del sistema proporcionara´ informacio´n suficiente
para caracterizar el equilibrio18. Si la matriz Df(0) tiene algun valor propio de parte real nula
no puede aplicarse el Teorema de Hartman-Grobman, de forma que Df(0) no proporciona toda
la informacio´n sobre la estabilidad de dicho punto ni del comportamiento de las soluciones cerca
del equilibrio. El Teorema de la variedad central permite estudiar este tipo de soluciones
y nos dice la relacio´n que existe entre x˙ = f(x) i x˙ = Df(0)x. El objetivo del ape´ndice C es
entender este teorema, indicar co´mo calcular este objeto invariante, y co´mo podemos obtener
informacio´n sobre la dina´mica del sistema a partir de la variedad central.
B.8. Orbitas cerradas y seccio´n de Poincare´
Adema´s de puntos fijos, algunos sistemas presentan lo que se conoce como ciclos l´ımite, que
son trayectorias cerradas a las cuales todas las trayectorias cercanas del sistema pueden acabar
convergiendo [48]. La aparicio´n de estas o´rbitas va ligada (generalmente) a la existencia de la
variedad centro.
Empezaremos introduciendo la Seccio´n de Poincare´, que es una herramienta que propor-
ciona una visio´n geome´trica muy u´til en este caso (sobretodo en sistemas de baja dimensio´n).
18Au´n si la matriz Df no es hiperbo´lica, si uno de sus valores propios tiene parte real positiva, podremos afirmar
que el punto fijo es inestable a pesar que los sistemas no sean topolo´gicamente equivalentes
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Definicio´n B.10. Una solucio´n de (B.1) se llama o´rbita perio´dica si existe 0 < T <∞ tal que
x(t) = x(t+ T ) para todo valor de t. Dicha o´rbita se denota γ. 19
Sea γ una o´rbita perio´dica de algu´n flujo φt en Rn que corresponde a un campo vectorial no
lineal f(x). Tomaremos una seccio´n transversal local Σ ∈ Rn, de dimensio´n n − 1. La hipersu-
percicie debe ser transversal al flujo, esto es, f(x) · n(x) 6= 0 ∀x ∈ Σ, donde n(x) es el vector
normal a Σ en x. Denotemos por p el (u´nico) punto donde γ intersecta a Σ, y sea U ⊆ Σ un
entorno de p. Entonces el primer retorno de la seccio´n de Poincare´ P : U → Σ se define para un
punto q ∈ U por:
P (q) = φτ (q) (B.60)
donde τ = τ(q) es el tiempo que necesita la o´rbita para ir desde q hasta el primer retorno P (q).
No´tese que τ → T si q → p, siendo T el periodo de la o´rbita.
Figura 43: Seccio´n de Poincare´ para una o´rbita perio´dica mostrando las variedades W s y Wu.
Es obvio que p es un punto fijo para el mapa P cuya estabilidad refleja el comportamiento
de γ para el flujo φt [18]. En particular, si p es hiperbo´lico, y DP (p), el mapa linealizado, tiene
ns valores propios de mo´dulo menor que uno y nu con mo´dulo mayor que uno (ns+nu = n−1),
entonces dimW s(p) = ns, y dimW u(p) = nu para el mapa. Debido a que las o´rbitas de P se
forman a partir de la interseccio´n de las o´rbitas de φt con Σ, las dimensiones de W s(p) y W u(p)
son mayores de lo que lo son para el mapa (ver figura).
19De igual modo que los puntos fijos, las o´rbitas pueden poseer variedades asinto´ticas en su entorno. De hecho,
dada una o´rbita perio´dica γ y U un entorno de γ se definen:
W sloc(γ) = {x ∈ U ||φt(x)− γ| 7→ 0 cuando t→∞, y φt ∈ U ∀t ≥ 0},
Wuloc(γ) = {x ∈ U ||φt(x)− γ| 7→ 0 cuando t→ −∞, y φt ∈ U ∀t ≤ 0},
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C. Teorema de la Variedad Central
C.1. Existencia de la Variedad Central
Consideramos el caso en el que la linealizacio´n del sistema cerca de un punto de equilibrio
(sin pe´rdida de generalidad consideraremos el or´ıgen) presenta m valores propios de parte real
nula.
En tal caso, podemos elegir una base apropiada (de Jordan) de manera que el sistema pueda
escribirse de la forma: {
x˙ = Ax+ u(x, y)
y˙ = By + v(x, y)
(C.1)
donde x ∈ Rm, y ∈ Rn, Reλi = 0 ∀λi ∈ spec(A), Reλi 6= 0 ∀λi ∈ spec(B), y u, v son funciones
Ck, k ≥ 1 que, junto con sus derivadas, se anulan en el or´ıgen.
Observamos que n = ns+nu recoge los subespacios estable e inestable dimEs = ns,dimEu =
nu y m = nc corresponde al subespacio centro Ec, dimEc = nc. As´ı Rm × Rn = Ec ⊕Es ⊕Eu.
Definicio´n C.1. Una variedad Ck W cloc(0) ≡ W c(0, U) en un entorno U del or´ıgen se llama
variedad central de (C.1) si W c(0, U) es invariante para el flujo y es el gra´fico de una funcio´n
Ck, y = h(x) con h(0) = 0.
Teorema C.1 (Teorema de la Variedad Central). Existe una variedad central localW c(0, U)
para el sistema (C.1) en un entorno U ⊂ Rm × Rn del origen. Adema´s es Ck en U y tangente
a Ec en el origen.
Demostracio´n. La demostracio´n que aqu´ı se presenta sigue la linea de [7] y [10], aunque
podra´n apreciarse algunas ligeras diferencias en las cotas estimadas. Dado δ > 0 y consideramos
el entorno U = ma´x{|x|, |y|} ≤ δ del origen en Rm×Rn. Para estudiar el problema local se escoge
una funcio´n tranpol´ın que relacione el campo u, v del problema (C.1) con un nuevo campo en
Rn que coincida con (C.1) en U . Es suficiente tomar ξ : Rm → [0, 1], ξ ∈ C∞ tal que:
ξ(x) =
{
1, |x| ≤ 1
0, |x| ≤ 2 (C.2)
y definir as´ı el campo:

















De ahora en adelante, si no se indica lo contrario, estudiaremos (C.3) y omitimos las tildes.
De alguna manera, el hecho que la extesio´n ξ no sea u´nica sugiere que la variedad central local
no lo es.
Ahora, descomponemos el sistema de la forma siguiente:
x˙ = Ax+ u(x, y)
y˙s = Bsys + vs(x, ys, yu)
y˙u = Buyu + vu(x, ys, ys)
(C.4)










Por el hecho de ser B hiperbo´lica, existen γ > 0, K > 0 tales que es posible plantear las
cotas:
|etBsxs| ≤ Ke−γt|xs|, xs ∈ Rns , (C.7)
|e−tBuxu| ≤ Ke−γt|xu|, xu ∈ Rnu . (C.8)
En cuanto a la matrizA, debemos encontrar una cota parecida aunque obviamente no sera´ tan
buena como las anteriores. Veamos como en realidad etA tiene forma polino´mica.
Como hemos indicado anteriormente, estamos trabajando en una base de Jordan y por lo







 , con J =





. . . . . .
...
...
. . . . . . λ 0
0 · · · 0 1 λ

= λI +N, (C.9)
donde N es una matriz nilpotente, esto es Nn = 0. Si consideramos ahora una funcio´n f y
desarrollamos en serie de Taylor:
f(J) = f(λI +N) = f(λI) + f ′(λI)N +
f (2)(λI)
2!
N2 + . . .+
f (n)(λI)
n!
Nn + . . . (C.10)










I = f(λ)I, (C.11)
de modo que podemos escribir (C.10) de la forma siguiente:







f(λ) 0 0 · · · 0
f ′(λ) f(λ) 0
...













Sustituyendo esta expresio´n por f(At) = eAt y teniendo en cuenta que los valores propios de
A son de la forma ωi entonces cada caja sera´ del tipo:
eJt =













(n−2)! · · · ωieωit eωit

(C.13)
expresio´n que motiva el uso de la cota siguiente:
|etAx| ≤ Leβ|t||x|, x ∈ Rm, t ∈ R, (C.14)
donde L = L(β) es un cierto polinomio suficientemente grande para hacer cierta la desigualdad.
De hecho, ∀β, ∃L(β) tal que se cumple (C.14).
Volviendo a la demostracio´n, definimos el espacio de funciones donde buscaremos nuestra
variedad central:
S(p, p1) = {h ∈ C(Rm,Rn) : |h|0 ≤ p,Liph ≤ p1} (C.15)
Para cualquier funcio´n h ∈ S(p, p1), tomamos x(t, x0, h) la solucio´n de la ecuacio´n
x˙ = Ax+ u(x, h(x)), x(0) = x0, (C.16)









e−σBuvu(x(σ), h(x(σ, x0, h)))dσ
 . (C.17)
Una vez ma´s, se trata de aplicar el teorema del mapa contractivo para ver que (C.17) tiene
un u´nico punto fijo. As´ı, debemos elegir p, p1 y δ suficientemente pequen˜os para que F sea
contractivo. En primer lugar, escogemos p y p1 de forma que F tenga por imagen S(p, p1).







Ahora debemos hacer lo mismo para la constante de Lipschitz p1. En primer lugar, fijamos un
h ∈ S(p, p1) y acotamos x(t, x0)− x(t, x1) (no hacemos referencia a h por estar fijado). Usando
el me´todo de variacio´n de para´metros en (C.16):










Acotar F (x0, x1) es inmediato a partir de las constantes de Lipschitz de u y h:
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|F (x0, x1)| = |u(x(σ, x0), h(x(σ, x0)))− u(x(σ, x1), h(x(σ, x1)))|
≤ Lipxu |x(σ, x0)− x(σ, x1)|+ Lipyu |h(x(σ, x0))− h(x(σ, x1))|
≤ (Lipxu+ LipyuLiph)|x(σ, x0)− x(σ, x1)|. (C.20)
Con este resultado, junto con la cota (C.14), tenemos:





eβ(t−σ)|x(σ, x0)− x(σ, x1)|dσ.
(C.21)
Llegado a este punto, multiplicamos a ambos lados por e−βt y aplicamos la desigualdad de
Gronwall20











= L|x0 − x1|+ L|x0 − x1|(eCuLt − 1) = LeCuLt|x0 − x1|,
obteniendo finalmente la cota buscada:
|x(t, x0)− x(t, x1)| = L(β)e(β+L(β)(Lipxu+LipyuLiph))t|x0 − x1|. (C.22)








Le(β+LCu−γ)σ|x0 − x1|dσ = KCvL
[
e(β+LCu−γ)σ





γ − (β + LCu) |x0 − x1|. (C.23)
y de este modo encontramos la constante de Lipschitz:
|F(h)(x0)−F(h)(x1)| ≤
K(Lipxv + Lipyv p1)L(β)
γ − (β + L(Lipxu+ Lipyu p1))
|x0 − x1| ≤ p1|x0 − x1|. (C.24)
As´ı hemos visto que F es un mapa F : S(p, p1) → S(p, p1). Observemos que de (C.24)
obtenemos la condicio´n adicional:
γ > β + L(Lipxu+ Lipyu p1). (C.25)
20Se puede plantear una desigualdad de Gronwall ma´s general que la del lema B.1. Dadas u, v, w : [a, b)→ R con-
tinuas, v ≥ 0, tales que u(t) ≤ w(t)+∫ t
a






t ∈ [a, b).
Ape´ndices 37
Finalmente, tenemos que ver que F es contractivo. Fijado x0, partimos de (C.17) y usando
























∣∣∣∣ v(x(σ, h2), h1(x(σ, h2)))− v(x(σ, h2), h2(x(σ, h2)))︸ ︷︷ ︸
(∗∗∗)
∣∣∣∣|dσ|
Las cotas para (∗), (∗∗) y (∗ ∗ ∗) son inmediatas:
(∗) ≤ Lipyv|h1(x(σ, h1))− h1(x(σ, h2))| ≤ LipyvLiph|x(σ, h1)− x(σ, h2)|,
(∗∗) ≤ Lipxv|x(σ, h1)− x(σ, h2)|,
(∗ ∗ ∗) ≤ Lipyv|h1(x(σ, h2))− h2(x(σ, h2))|.








eβ|t−σ|Lipyv|h1(x(σ, h2))− h2(x(σ, h2))|dσ,
Vemos como es preciso acotar ahora |x(t, h1) − x(t, h2)|. Para ello debemos desarrollar de
forma ana´loga la ecuacio´n (C.16), obteniendo:
|x(t, h1)− x(t, h2)| ≤ L
∫ t
0




eβ|t−σ|Lipyu|h1(x(σ, h2))− h2(x(σ, h2))|dσ,
y aplicando Gronwall tenemos:
|x(t, h1)− x(t, h2)| ≤ L
Lipyu
β
e(β+L(Lipxu+LipyuLiph))t|h1 − h2| (C.26)



































|h1 − h2|. (C.27)
De este modo, escogiendo p, p1, δ y β adecuados podemos conseguir κ < 1 y, en consecuencia,
un mapa contractivo. As´ı, F tiene un u´nico punto fijo h∗ ∈ S(p, p1). Ahora deber´ıamos estudiar
la diferenciabilidad de esta variedad y la tangencia respecto Ec. Esto ser´ıa alargar en exceso
esta discusio´n y simplemente citamos a [10] y [56]. 
C.2. Reduccio´n a la Variedad Central





, (x˜, y˜s, y˜u) ∈W c ×W s ×W u, (C.28)
en un entorno del or´ıgen.
Como la variedad central es tangente a Ec podemos representarla como un gra´fico (local).
En particular, si denotamos y = (ys, yu), tenemos:
W c = {(x, y)|y = h(x)}, h(0) = Dh(0) = 0, (C.29)
donde h : U → Rns+nu es Ck. Consideramos entonces la proyeccio´n de y = h(x) sobre Ec:
x˙ = Ax+ u(x, h(x)). (C.30)
Debido a que h(x) es tangente a y = 0, las soluciones de (C.30) corresponden al flujo re-
stringido a W c.
El teorema siguiente relaciona el comportamiento asinto´tico cerca del origen del sistema orig-
inal y del sistema reducido. En la pra´ctica, el estudio de (C.30) es interesante cuando no existe
la variedad inestable y es la dina´mica sobre la variedad central la que determinara´ la dina´mica
del sistema.
As´ı, a lo largo de esta seccio´n suponemos que no existe la variedad inestable i por lo tanto
el sistema (C.1) se reduce a: {
x˙ = Ax+ u(x, y)
y˙ = By + v(x, y)
(C.31)
donde x ∈ Rm, y ∈ Rn, Reλi = 0 ∀λi ∈ spec(A), Reλi < 0 ∀λi ∈ spec(B). Por supuesto, en
todos los argumentos siguientes nos miramos este sistema mediante una funcio´n “trampol´ın”.
Teorema C.2. Si el or´ıgen x = 0 de (C.30) es localmente estable (respectivamente asinto´tica-
mente estable o inestable) entonces el origen de (C.1) es tambie´n localmente estable (respecti-
vamente asinto´ticamente estable o inestable).
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Demostracio´n. La demostracio´n que se presenta sigue la linea de [7]. Si x = 0 es un punto
fijo inestable del sistema reducido, es obvio que tambie´n sera´ inestable para el sistema (C.31).
Estudiemos pues el caso estable. Probaremos que existe una solucio´n s(t) de (C.30) tal que si
t→∞, entonces
x(t) = s(t) +O(e−αt)
y(t) = h(s(t)) +O(e−αt) (C.32)
con α > 0. La demostracio´n se dividira´ en dos partes cuyo esquema se muestra a continuacio´n:
(i) Sea s0 ∈ Rn y z0 ∈ Rm con |(s0, z0)| suficientemente pequen˜os. Sea s(t) solucio´n de (C.30)
con s(0) = s0. Veremos que existe una solucio´n de (C.31) con y(0) − h(x(0)) = z0 y
x(t)− s(t), y(t)− h(s(t)) tendiendo exponencialmente a zero cuando t→∞.
(ii) Por el hecho anterior, podemos definir un mapaM : Rn+m → Rn+m medianteM(s0, z0) =
(x0, z0). Finalizamos viendo que este mapa esta´ definido un´ıvocamente en un entorno del
origen.
Vamos alla´:
(i) Sea (x(t), y(t)) solucio´n de (C.31) y s(t) solucio´n estable de (C.30). Definimos las funciones
z(t) = y(t)− h(x(t)) y w(t) = x(t)− s(t), que cumplen:
z˙ = Bz +N(w + s, z) (C.33)
w˙ = Aw +R(w, z) (C.34)
donde
N(x, z) = Dh(x)[u(x, h(x))− u(x, z + h(x))] + v(x, z + h(x))− v(x, h(x)),
R(w, z) = u(s+ w, z + h(s+ w))− u(s, h(s)),
se obtienen derivando z y w, y aplicando la regla de la cadena.
Sea S el espacio las funciones continuas w : [0,∞) → Rn con |w(t)eat| ≤ C para todo
t ≥ 0 y para ciertos a,C > 0. Con la norma ||w|| = sup{|w(t)eat| : t ≥ 0} tenemos que S
es un espacio de Banach. Dado w ∈ S tenemos z(t) la solucio´n de (C.33) con z(0) = z0, y
definimos la aplicacio´n:




Si vemos que (C.35) tiene un punto fijo w, entonces tenemos que x(t) = s(t) + w(t),
y(t) = z(t) + h(x(t)) es solucio´n de (C.31).
Usando las cotas sobre u, v y h establecemos cotas sobre N y R:
|N(w1, z1)−N(w2, z2)| ≤ CN (|w1 − w2|+ |z1 − z2|), (C.36)
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|R(w1, z1)−R(w2, z2)| ≤ CR(|w1 − w2|+ |z1 − z2|), (C.37)
donde las constantes CN y CR podra´n tomarse tan pequen˜as como sea preciso a costa de
reducir el entorno de validez δ.
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Acotamos ahora (C.33), lo cual es sencillo pues B es hiperbo´lica y podemos usar (C.7):




Aplicando Gronwall acabamos con la cota
|z(t)| ≤ K|z0|e−(γ−KCN )t. (C.38)
Con la ayuda de esta expresio´n debe probarse que (C.35) es una mapa contractivo. Los
detalles te´cnicos de la demostracio´n son ana´logos a los utilizados para probar la existencia
(teorema C.1). En todo caso, pueden consultarse en [7].
As´ı, debe verse que T(S) = S, esto es |T(w)| ≤ Ce−at, ∀w ∈ S. Finalmente, debe llegarse
a una expresio´n del tipo
|T (w1)− T (w2)| ≤ κ|w1(0)− w2(0)|,
donde κ < 1.
(ii) Definimos ahora el mapaM(s0, z0) = (x0, z0) donde x0 = s0 + w(0). Dicho mapa es con-
tinuo ya que w depende continuamente de s0 y z0. Al estar trabajando en Rn+m, si vemos
que M es inyectivo, podemos aplicar el teorema de invarianza del dominio (o de la apli-
cacio´n abierta), para afirmar queM es abierto, es decir si U ⊆ Rn+m es abierto, entonces
V = f(U) tambie´n es abierto (de hecho U i V son homeomorfos)21. Basta entonces ver
que (0, 0) ∈ V para ver queM esta´ definido en un entorno del origen.
As´ı, veamos que si s0+w0(0) = s1+w1(0) entonces s0 = s1 y w0 = w1. Pero s0+w0(0) =
s1 + w1(0) implica que las condiciones iniciales para x e y son iguales, de modo que por
unicidad de soluciones de (C.31), s0(t)+w0(t) = s1(t)+w1(t) para todo t ≥ 0, donde si(t)
es la solucio´n de (C.30) con si(0) = si. Entonces,
s0(t)− s1(t) = w1(t)− w0(t). (C.39)








para todo  > 0, lo cual es una contradiccio´n a no ser que s1(0)− s0(0). Con esto, vemos
a partir de (C.39) queM es inyectivo.
21La demostracio´n de este teorema utiliza herramientas de topolog´ıa algebraica y se considera fuera del intere´s
de este trabajo. Adema´s, su demostracio´n no es en absoluto trivial.
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Finalmente, si s(t) es asinto´ticamente estable, esto es l´ımt→∞ s(t) = 0, es inmediato ver que













As´ı, podemos identificar las soluciones del sistema original con las del sistema reducido en
un entorno del equilibrio. Podremos caracterizar as´ı la estabilidad de dichas soluciones.
Finalmente indicamos que en el caso de existir tambie´n la variedad inestable la demostracio´n
es esencialmente igual. Simplemente tendriamos que considerar tambie´n que las soluciones so-
bre la variedad inestable esta´n acotadas para t → −∞, exactamente como hemos hecho en la
demostracio´n del teorema de existencia. 
C.3. Aproximacio´n de la Variedad Central
Veamos una forma de calcular h(x). S´ımplemente sustituyendo y = h(x) en la segunda
componente de (C.1) y usando la regla de la cadena, obtenemos:
y˙ = Dh(x)x˙ = Dh(x)[Ax+ u(x, h(x))] = Bh(x) + v(x, h(x)),
y definimos ecuacio´n:
N (h(x)) = Dh(x)[Ax+ u(x, h(x))]−Bh(x)− v(x, h(x)), (C.40)
con las condiciones de contorno h(0) = Dh(0) = 0.
Esta ecuacio´n diferencial en derivadas parciales para h en general no puede resolverse de
forma exacta y suele aproximarse mediante la serie de Taylor en x = 0. A tal efecto, es interesante
el resultado siguiente:
Teorema C.3. Sea φ(x) una funcio´n que cumple φ(0) = Dφ(0) = 0 y N (φ(x)) = O(|x|p) para
algu´n p > 1 cuando |x| → 0. Entonces:
h(x) = φ(x) +O(|x|p) cuando |x| → 0.
Demostracio´n. En la demostracio´n de la existencia de la variedad central (teorema C.1),
hemos demostrado la existencia de un punto fijo h para el mapa contractivo F : S → S. Con
esta idea, definimos otro mapa G(z) = F(x+φ)−φ, que tambie´n es contractivo. Tomamos como
dominio:
Y = {z ∈ S : |z(x)| ≤ K|x|p ∀x ∈ Rn},
para un cierto K > 0. Basta ver que podemos escoger K de forma que G : Y → Y. Los detalles
pueden verse en [7]. 
As´ı, podemos aproximar h(x) tanto como queramos mediante series de potencias. No obs-
tante, estas expansiones de Taylor no siempre existen ya que W c puede no ser anal´ıtica en el
origen.
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D. Evaluacio´n econo´mica del proyecto
Este tipo de proyectos presenta una seria dificultad a la hora de evaluar los aspectos econo´mi-
cos, debido a su cara´cter singular y debido a que casi la totalidad de la carga del proyecto es
intelectual.
En cierto sentido e´ste puede considerarse un proyecto de I+D y carece de sentido establecer
un precio en base a las horas de trabajo dedicadas, pues es dif´ıcil valorar por ejemplo las horas
de ca´lculo pe´rdidas en resultados erro´neos y ma´s au´n las horas de aprendizaje.
Por esto, se fija un precio u´nico por la totalidad del trabajo, donde se ha considerado el
grado de formacio´n especializada que debe tener la persona que realiza el proyecto.
Se asigna un precio de 30000.00 euros donde se incluye el coste intelectual asociado al proyec-
to, esto es, el estudio bibliogra´fico previo, la elaboracio´n de herramientas informa´ticas, el estudio
de los modelos considerados y la redaccio´n final de la memoria.
Adema´s, debe incluirse 2200.00 euros en concepto de materiales. Esto es, adquisicio´n del
equipo (ordenador equipado) y el consumo de material de oficina diverso. Finalmente, se an˜aden
400.00 euros a efectos de adquisicio´n de art´ıculos o libros especializados.




En este primer ape´ndice se describen los me´todos nume´ricos ma´s importantes que se han
utilizado a los largo de este trabajo. Tras el fundamento o explicacio´n de cada uno se adjun-
ta un fragmento de algoritmo en co´digo C que no es ma´s que la implementacio´n de dicho me´todo.
Cada me´todo no corresponde a una u´nica referencia bibliogra´fica, de modo se indican las
referencias [1] [3] [5] [11] [19] [40] [55] que se han utilizado en el desarrollo de este trabajo.
E.1. Interpolacio´n
En muchas ocasiones disponemos de valores de cierta funcio´n f(x) sin conocer su forma
anal´ıtica. Esto es, dado una serie de puntos x1, x2, . . . , xN disponemos de los valores de la
funcio´n f(x1), f(x2), . . . , f(xN ), pero no podemos evaluarla en un punto arbitrario. Algunos
ejemplos dentro de este trabajo pueden ser los perfiles de temperatura y presio´n, as´ı como los
datos fotoqu´ımicos.
Se trata de estimar f(x) en un punto cualquiera x a partir de una funcio´n que pase por
los xi. Si x1 ≤ x ≤ xN el problema recibe el nombre de interpolacio´n (extrapolacio´n en caso
contrario).
E.1.1. Interpolacio´n polinomial
Definicio´n E.1. Dados m+1 puntos de interpolacio´n (xk, fk), k = 0÷m con xk 6= xi si k = i,
llamamos interpolacio´n polinomial a la determinacio´n de un polinomio p(x) de grado menor o
igual que m, tal que p(xk) = fk.
El polino´mio p(x) es u´nico y recibe el nombre de polinomio interpolador. Este resultado se
desprende de forma inmediata planteando las condiciones de interpolacio´n:
a0 + a1x0 + . . .+ amxm0 = f0
a0 + a1x1 + . . .+ amxm1 = f1
. . . . . . . . . . . .
a0 + a1xm + . . .+ amxmm = fm
 (E.1)
Puede garantizarse que el sistema es compatible y determinado pues el determinante del
sistema es un determinante de Vandermonde:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 . . . xm0








(xi − xj) > 0 (E.2)
Sin embargo la resolucio´n de este sistema no es un me´todo eficiente para determinar el








k 6=i(xi − xk)
, i = 0÷m (E.3)
donde los li(x) son los polinomios de Lagrange. Utilizaremos no obstante una variante: el me´todo
de Neville [40], cuyo algoritmo se presenta a continuacio´n.
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Puede ocurrir que el polinomio interpolador no sea una buena aproximacio´n al valor de la
funcio´n, pues puede ser que la curvatura alcanzada por el polinomio no sea la adecuada (ver
figura 44).
Figura 44: Diferentes casos de interpolacio´n. Se aprecia el error que puede cometerse si el
comportamiento de la funcio´n esta´ lejos de ser polino´mico.
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Es por ello conveniente disponer de interpolacio´n lineal para aproximar los puntos entre
intervalos. Esta opcio´n, lejos de ser rigurosa, a menudo es suficiente para tratar los datos. El
algoritmo es el siguiente:








Ya hemos visto que algunas funciones (o series de datos) no pueden interpolarse mediante
polinomios. Antes de utilizar interpolacio´n lineal puede ser interesante probar otro tipo de fun-
ciones como las racionales. Sea Ri(i+1)...(i+m) una funcio´n racional que pasa por los puntos





p0 + p1x+ . . .+ pµxµ
q0 + q1x+ . . .+ qνxν
(E.4)
La deduccio´n de las ecuaciones de interpolacio´n no tiene intere´s en este contexto, pero puede
consultarse [40] y las fuentes que all´ı se detallan. Presentamos simplemente el algoritmo adaptado
de [40]:





































E.1.3. Interpolacio´n por cubic splines
Presentamos un u´ltimo me´todo de interpolacio´n, que resulta especialmente interesante si
la funcio´n que estamos estudiando cumple ciertas caracter´ısticas (es diferenciable hasta cierto
orden).
Dados los valores tabulados de la funcio´n yi = f(xi), i = 1 ÷ N , nos centraremos en el
intervalo comprendido entre xj y xj+1. La interpolacio´n lineal dentro de este intervalo conducir´ıa
a la siguiente fo´rmula:




xj+1 − xj B = 1−A =
x− xj
xj+1 − xj (E.6)
Debido a que es lineal, la funcio´n (E.5) tiene derivada segunda nula en cada intervalo y no
definida o infinita en los puntos xj . El objetivo de la interpolacio´n por cubic splines es conseguir
una funcio´n interpoladora, cuya primera derivada sea continua y cuya segunda derivada sea
tambie´n continua, tanto dentro de los intervalos como en los puntos xj .
Supongamos que disponemos adicionalmente de valores tabulados de la derivada segunda de
la funcio´n y′′. Entonces, entre cada intervalo, podemos an˜adir a (E.5) un polinomio cu´bico cuya
segunda derivada varie linealmente desde el valor y′′j hasta y
′′
j+1. Obviamente, debemos construir
el polinomio para tener valores nulos en los puntos xj . As´ı obtenemos [40]:
y = Ayj +Byj+1 + Cy′′j +Dy
′′
j+1 (E.7)




(A3 −A)(xj+1 − xj)2 D = 16(B
3 −B)(xj+1 − xj)2 (E.8)





xj+1 − xj −
3A2 − 1
6
(xj+1 − xj)y′′j +
3B2 − 1
6






Esto lleva a otro problema: el de comocer los valores y′′j , que son desconocidos. No ob-
stante, au´n no hemos utilizado la condicio´n de continuidad en la primera derivada (E.9), que











xj+1 − xj −
yj − yj−1
xj − xj−1 (E.11)
Tenemos N − 2 ecuaciones con N inco´gnitas y′′j , j = 1 ÷ N . Hay entonces una familia
2-parame´trica de soluciones. Tendremos que especificar as´ı dos condiciones de contorno, t´ıpica-
mente en x1 y xN . Puede hacerse de dos formas (nosotros utilizaremos la primera):
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(i) Asignando valor cero a y′′1 y y′′N , lo que se conoce como cubic spline natural.
(ii) Especificar los valores de la derivada en los extremos y′1 y y′N .





























void splint(double xa[], double ya[], double y2a[], int n, double






while (khi-klo > 1) {
k=(khi+klo) >> 1;









E.2. Sistemas lineales de ecuaciones
Sea un conjunto de ecuaciones lineales:
a11x1 + a12x2 + a13 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23 + · · ·+ a2nxn = b2
a31x1 + a32x2 + a33 + · · ·+ a3nxn = b2
...
...
am1x1 + am2x2 + am3 + · · ·+ amnxn = bm
(E.12)
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donde las n inco´gnitas xj , j = 1÷ n esta´n relacionadas con m ecuaciones. Los coeficientes aij y
bi son conocidos.
Considerando que todas las ecuaciones son linealmente independientes (eliminaremos las
ecuaciones innecesarias) podemos discutir la resolucio´n de (E.12) en funcio´n del valor de m y n:
m < n El sistema es indeterminado y existen n−m grados de libertad.
m > n El sistema es sobredeterminado y so´lo podemos encontrar una solucio´n aproximada
(mı´nimos cuadrados o ecuaciones normales).
m = n El sistema es compatible y determinado, siendo la solucio´n u´nica.
E.2.1. Descomposicio´n LU
Sea el sistema lineal (E.12), que matricialmente escribiremos Ax = b, donde A ∈ Mn×n(R)
y x, b ∈ Rn. Buscamos dos matrices L,U ∈Mn×n(R) tales que cumplan PA = LU :
L =

1 0 0 · · · 0





. . . 0










13 · · · a0)1n
0 a1)22 a
1)
23 · · · a1)2n






0 · · · · · · 0 an−1)nn
 (E.14)
donde la matriz U no es ma´s que la matriz que resulta de aplicar el me´todo de eliminacio´n
gaussiana (con pivotaje parcial escalonado) a la matriz A, y los coeficientes mij de L son los
multiplicadores.
P es la matriz de permutacio´n. Es una matriz que permuta las filas de A de acuerdo con as
permutaciones que hemos hemo durante el proceso de eliminacio´n gaussiana.
Ahora es mucho ma´s fa´cil resolver el sistema pues se reduce a resolver dos matrices triangu-
lares:
Ax = b ⇔ PAx = pb ⇔ LUx = Pb
(i) Resolvemos en primer lugar el sistema Ly = Pb.
(ii) Resolvemos a continuacio´n el sistema Ux = y.
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E.2.2. Eliminacio´n gaussiana mediante pivotaje parcial escalonado


















n2 · · · a0)nn
 (E.15)
Para cada fija j, buscaremos z0)j = ma´x
n

















A fin de no complicar la notacio´n, supondremos que r = 1. As´ı, calcularemos los multipli-

















Repetiremos el proceso hasta obtener A en forma escalonada, y utilizaremos la matriz P
para indicar los intercambios de filas realizados en la eleccio´n del pivote.
E.2.3. Aplicaciones de la descomposicio´n LU
Utilizaremos la descomposicio´n LU para resolver sistemas lineales de ecuaciones. Aplicaciones
particulares son:
(i) Ca´lculo de la inversa de una matriz. Resolviendo en este caso el sistema Ax = Id
(ii) Ca´lculo del determinante de una matriz. Es inmediato que si PA = LU , entonces detP ·
detA = detL · detU y as´ı:






A continuacio´n presentamos la implementacio´n del me´todo. La subrutina ludcmp encuentra
la descomposicio´n LU de una matriz **a y guarda los resultados en dicha matriz. El vector
*indx guarda las permutacio´nes del mismo modo que deber´ıa hacer la matriz P .










if ((temp=fabs(a[i][j])) > big) big=temp;






























if (a[j][j] == 0.0) a[j][j]=TINY;
if (j != n) {
dum=1.0/(a[j][j]);





La subrutina lubksb resuelve un sistema lineal de ecuaciones tras haber llamado a la sub-
rutina ludcmp. b es el vector independiente y al salir de la subrutina almacenara´ el resultado.








for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= a[i][j]*b[j];











Otro tipo de descomposicio´n muy util es la descomposicio´n A = QR. Supongamos que A
no es una matriz cuadrada, sino que A ∈ Mn×n(R). Buscamos dos matrices Q ∈ Mnxm(R)
ortogonal, esto es QTQ = D (matriz diagonal) y R ∈Mm×m(R) triangular superior.
Este caso no cuadrado es especialmente util cuando queremos resolver un sistema sobrede-
terminado (mı´nimos cuadrados) que en nuestro caso utilizaremos para el ana´lisis estad´ıstico de
algunos datos qu´ımicos. Un buen algoritmo para encontrar la descomposicio´n QR en este caso
es el algoritmo de Gramm-Schmidt.
E.2.5. Algoritmo de Gramm-Schmidt
Si A esta´ formada por m vectores columna A = {a(1), · · · , a(m)}, entonces:
q(1) = a(1) (E.20)
q(2) = a(2) − r12 · q(1) (E.21)
donde rij es el elemento de la fija i y columna j de R, que se calcula:
r12 =
< q(1), a(2) >
d1
(E.22)
donde < ·, · > representa el producto escalar entre dos vectores, y d1 =< q(1), q(1) > es un
elemento de la diagonal de la matriz QTQ.
En general:
q(1) = a(1) (E.23)
q(j) = a(j) −
j−1∑
k=1
rkj · q(k) (E.24)
rkj =
< q(k), a(j) >
dk
(E.25)
dk =< q(k), q(k) > (E.26)
E.2.6. Rotaciones planas
Para el caso de una matriz cuadrada existe un me´todo mucho ma´s sencillo y eficiente basado
en rotaciones planas entorno a pares de ejes de coordenadas. Mediante este proceso pondremos
la matriz en forma de Hessenberg y luego encontraremos su descomposicio´n QR.
Definicio´n E.2. Diremos que H es una matriz de Hessenberg (superior) o esta´ en forma de




h11 h12 h13 · · · h1n
h21 h22 h23 · · · h2n
0 h32 h33 h3n
...
. . . . . .
...
0 · · · 0 hn,n−1 hnn
 (E.27)
Dada una matriz arbitraria A podemos transformarla en foma de Hessenberg mediante (n−
1)(n− 2)/2 giros. En efecto, si A0 = A y teniendo en cuenta la u´ltima posicio´n, vamos haciendo
giros en el plano (i, k) con la condicio´n que el nuevo elemento a′k,i−1 = 0, i = 2÷n−1, k = i+1÷n.
Es decir, el primer giro lo hacemos en el plano (2, 3) con la condicio´n que a′31 = 0, despue´s en el
(2, 4) buscando a′41) = 0. De este modo, se anulan los elementos de la primera columna, excepto
a′11 y a′21, y as´ı sucesivamente. Despue´s hacemos un giro en el plano (3, 4) tal que a′42 = 0, etc.
Finalmente, so´lo debemos conocer como se realiza una rotacio´n y como imponer la condicio´n de
anulacio´n de un elemento.
Definicio´n E.3. Una rotacio´n plana en el planto (p, q), con p < q, viene definida por una
matriz Rpq(ϕ), |ϕ| ≤ pi, que es igual a la identidad excepto los elementos rpp = rqq = cosϕ y
rpq = −rqp = − sinϕ. Observemos la propiedad RTpq(ϕ) = Rpq(−ϕ).
Proposicio´n E.1. Al conjugar una matriz A por una rotacio´n Rpq, so´lo cambiamos los elemen-
tos de las filas y columnas p-e´sima y q-e´sima.
Por u´ltimo so´lo debemos conocer como obtener el a´ngulo ϕ en cada giro. Si denotamos
por a = ai,i−1 y c = ak,i−1 los elementos correspondientes de A. Al aplicar la transformacio´n
A′ = R(−ϕ)AR(ϕ) tenemos:
a′k,i−1 = −a sinϕ+ c cosϕ = 0 (E.28)





Este proceso se ha implementado en la subrutina Hessenberg:





























































Ahora que tenemos la matriz en forma de Hessenberg, debemos realizar la descomposicio´n
QR. Para evitar problemas, notamos P1 = R12(ϕ), segu´n la definicio´n (E.3). Entonces,
P1A =

a11 cosϕ− a21 sinϕ · · · · · · a1n cosϕ− a2n sinϕ





0 · · · an,n−1 ann
 (E.30)
Para que el nuevo a21 sea cero es necesario que ϕ = arctan(−a21/a11), Con n− 1 rotaciones
tendremos Pn−1 · · ·P1A = R y por tanto, A = QR con Q = P T1 · · ·P Tn−1.









































E.3. Integracio´n de sistemas de ecuaciones diferenciales
Sea el sistema de n ecuaciones de primer orden siguiente:
dx
dt
= x˙ = f(x, t) (E.31)
donde x = x(t) ∈ Rn es un vector, t es la variable independiente y f : U → Rn es una funcio´n
continua definida en un conjunto U ⊆ Rn × R. Para un tiempo dado t(0) conocemos el valor de
x(0) = x(0) (condicio´n inicial).
El objetivo es resolver el sistema nume´ricamente encontrando valores aproximados xi para
la solucio´n exacta x(ti). Para ello utilizaremos un me´todo nume´rico (expl´ıcito) de la forma:
xn+1 = xn + hφ(tn, yn, h) (E.32)
Definicio´n E.4. Un me´todo de integracio´n de la forma (E.32) tiene orden p ≥ 1 si x(t+ h)−
x(t)− hφ(t, x, h) = O(hp+1).
E.3.1. Me´todo de Runge-Kutta
Una forma cla´sica de abordar este problema es a partir de los me´todos de Runge-Kutta,
que presentamos a continuacio´n para cualquier orden k (y que llamaremos RKk). Tomando la
condicio´n inicial x0 = x(t0), aproximaremos la solucio´n pasado un instante h de la forma:
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Figura 45: Solucio´n real frente a solucio´n nume´rica. Dependencia
del error local respecto al paso de integracio´n h.





i n = 0÷N − 1 (E.33)
donde las funciones kni se definen:
kn1 = f(tn, xn) (E.34)





j ) i = 2÷ k (E.35)
Observamos la presencia de constantes: ai, ci y bi, que sera´n escogidas de forma que maxim-
icen el orden del me´todo (hasta como mucho, orden k).
Podemos poner como ejemplo el RK2, con las ecuaciones:
xn+1 = xn + hc1kn1 + hc2k
n
2 (E.36)
kn1 = f(tn, xn) (E.37)
kn2 = f(tn + a2h, xn + hb21k
n
1 ) (E.38)
A partir de la definicio´n de orden se desprende que si el me´todo es de orden p entonces
x(t+ h)− x(t)− hφ(t, x, h) = O(hp−1), que es equivalente a:
x(t+ h)− x(t)
h
− φ(t, x, h) = O(hp) (E.39)









x(t)h+O(h2) = f + 12(Dtf +Dxf · f)h+O(h2)
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(ii) φ(tn, xn, h) = c1f + c2
{







de modo que aplicando (E.39):
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Dtxf · f + 16
(













Observamos como los para´metros pueden variar para anular todos los te´rminos que corre-
sponden a la potencia h dejando los te´rminos de orden h2. As´ı, para que el me´todo tenga orden
de convergencia 2 es necesario:
1− c1 − c2 = 0
1/2− a2c2 = 0
1/2− b21c2 = 0
 (E.41)
siendo a2 = b21 = 1 y c1 = c2 = 1/2 valores utilizados habitualmente.
Presentamos a continuacio´n los co´digos utilizados para los me´todos RK4 y RK8. El segundo
incorpora un me´todo de control del paso (eleccio´n de h acotando el error dentro de un orden)
mediante la comparacio´n con un RK7.
void rk4(double y[], double dydx[], int n, double x, double h,
double yout[],


























Para aplicar un me´todo de control de paso utilizando la subrutina rk4 podemos utilizar la
definicio´n de orden. Supongamos que queremos tener un error (local) de integracio´n ε y buscamos
el paso o´ptimo h˜ tal que dado xn = x(tn) entonces |x(tn + h˜) − xn+1| ' ε, siendo x(tn + h˜) el
valor real y xn+1 = x(tn) + h˜φ(tn, xn, h˜) . Por definicio´n de orden:
x(tn + h)− xn − hφ(t, x, h) = O(hp) = khp+1 +O(hp+2) (E.42)
despreciando los te´rminos O(hp+2) y sustituyendo h˜:
ε ' |x(t+ h˜)− xn+1| = |k|h˜p+1 (E.43)
Vemos que si conocieramos el valor de k podr´ıamos estimar el paso o´ptimo. Para ello, com-
pararemos el error que se comete al aproximar la solucio´n en el punto tn + h utilizando una
iteracio´n de paso h y dos iteraciones de paso h/2.
















Con estas dos iteraciones podemos estimar el error en:






y comparando (E.42) con (E.46) obtenemos la expresio´n siguiente:

























expresio´n que ocasionalmente se multiplica por 0.9, y que para aplicar con la rutina rk4 uti-
lizaremos con un valor de p = 4.
Finalmente presentamos la subrutina rk78 que como ya hemos comentado, utiliza un RK8
y un control por comparacio´n con un RK7. Las subrutinas de gestio´n de memoria se incluyen
por separado.
static double alfa[13]={
0.e0, 2.e0/27.e0, 1.e0/9.e0, 1.e0/6.e0,
5.e0/12.e0, 0.5e0, 5.e0/6.e0, 1.e0/6.e0,
2.e0/3.e0, 1.e0/3.e0, 1.e0, 0.e0,
1.e0};
static double beta[79]={
0.e0, 2.e0/27.e0, 1.e0/36.e0, 1.e0/12.e0,
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1.e0/24.e0, 0.e0, 1.e0/8.e0, 5.e0/12.e0,
0.e0, -25.e0/16.e0, 25.e0/16.e0, .5e-1,
0.e0, 0.e0, .25e0, .2e0,
-25.e0/108.e0, 0.e0, 0.e0, 125.e0/108.e0,
-65.e0/27.e0, 125.e0/54.e0, 31.e0/300.e0, 0.e0,
0.e0, 0.e0, 61.e0/225.e0, -2.e0/9.e0,
13.e0/900.e0, 2.e0, 0.e0, 0.e0,
-53.e0/6.e0, 704.e0/45.e0, -107.e0/9.e0, 67.e0/90.e0,
3.e0, -91.e0/108.e0, 0.e0, 0.e0,
23.e0/108.e0, -976.e0/135.e0, 311.e0/54.e0, -19.e0/60.e0,
17.e0/6.e0, -1.e0/12.e0, 2383.e0/4100.e0, 0.e0,
0.e0, -341.e0/164.e0, 4496.e0/1025.e0, -301.e0/82.e0,
2133.e0/4100.e0, 45.e0/82.e0, 45.e0/164.e0, 18.e0/41.e0,
3.e0/205.e0, 0.e0, 0.e0, 0.e0,
0.e0, -6.e0/41.e0, -3.e0/205.e0, -3.e0/41.e0,
3.e0/41.e0, 6.e0/41.e0, 0.e0, -1777.e0/4100.e0,
0.e0, 0.e0, -341.e0/164.e0, 4496.e0/1025.e0,
-289.e0/82.e0, 2193.e0/4100.e0, 51.e0/82.e0, 33.e0/164.e0,
12.e0/41.e0, 0.e0, 1.e0};
static double c7[11]={
41.e0/840.e0, 0.e0, 0.e0, 0.e0,
0.e0, 34.e0/105.e0, 9.e0/35.e0, 9.e0/35.e0,
9.e0/280.e0, 9.e0/280.e0, 41.e0/840.e0};
static double c8[13]={
0.e0, 0.e0, 0.e0, 0.e0,
0.e0, 34.e0/105.e0, 9.e0/35.e0, 9.e0/35.e0,
9.e0/280.e0, 9.e0/280.e0, 0.e0, 41.e0/840.e0,
41.e0/840.e0};
void ini_rk78(int n) {
int j;
if (n < 1) {puts("ini_rk78: n must be at least 1"); exit(1);}











if (x7 == NULL) {puts("ini_rk78: out of memory (1)"); exit(1);}
x8=vector(1,n);
//x8=(double*)malloc(n*sizeof(double));
if (x8 == NULL) {puts("ini_rk78: out of memory (2)"); exit(1);}
xpon=vector(1,n);
//xpon=(double*)malloc(n*sizeof(double));
if (xpon == NULL) {puts("ini_rk78: out of memory (3)"); exit(1);}
dx=vector(1,n);
//dx=(double*)malloc(n*sizeof(double));
if (dx == NULL) {puts("ini_rk78: out of memory (4)"); exit(1);}
















for (j=1; j<=13; j++) free(krk78[j]);
return;
}
double rk78(double *at, double x[], double *ah, double tol,
double hmin, double hmax, int n,




if (n > neq78) {printf("rk78: wrong dimension (%d and %d)\n",n,neq78); exit(1);}
do {
m=1;
for (i=1; i<=13; i++)
{
tpon=*at+alfa[i]*(*ah);
for (j=1; j<=n; j++ ) xpon[j]=x[j];




for (j=1; j<=n; j++) xpon[j] += beth*krk78[l][j];
}
(*deriv)(tpon,xpon,dx);
for (j=1; j<=n; j++ ) krk78[i][j] = dx[j];
}
err=nor=0.e0;
for (j=1; j<=n; j++)
{
x7[j]=x8[j]=x[j];












if (err < tol1) err=MAX(err,tol1/256);
h1=*ah;
*ah*=0.9*pow(tol1/err,0.125);
if (fabs(*ah) < hmin ) *ah=hmin*SGN(*ah);
if (fabs(*ah) > hmax ) *ah=hmax*SGN(*ah);
} while ((err >= tol1) && (fabs (*ah) > hmin));
*at += h1;
for (j=1; j<=n; j++) x[j]=x8[j];
return (err);
}
E.4. Ceros de funciones
Uno de los problemas ma´s cla´sicos es la bu´squeda de ra´ıces o ceros de ecuaciones del tipo:
f(x) = 0 (E.50)
donde f(x) puede ser cualquier funcio´n (un caso particular de especial intere´s puede ser encon-
trar todas las ra´ıces de un polinomio.
Empezando por el caso ma´s simple, podemos contemplar una u´nica variable independiente
(unidimensional) donde f : R 7→ R para generalizar despue´s al caso n-dimensional, con x ∈ Rn
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y f : Rn 7→ Rn.
E.4.1. Me´todo de Newton
Caso unidimensional
Sea f(x) ∈ C1(R) y sea ξ un cero de la funcio´n. El me´todo de Newton consiste en construir
una sucesio´n (xn)n ≥ 0, convergente hacia ξ. Para ello partimos de un valor inicial x0 y trazamos
la tangente a la curva f(x) por el punto (x0, f(x0), buscando el punto de corte con el eje y = 0
siendo e´ste el punto x1. De forma general:




Definicio´n E.5. Una ra´ız ξ es de multiplicidad k si fk)(ξ) = 0, pero fk+1)(ξ) 6= 0.
El me´todo de Newton puede presentar problemas si ξ no es una ra´ız simple. En tal caso,
utilizaremos el me´todo de Newton modificado:
xn+1 = xn −m f(xn)
f ′(xn)
(E.52)
Para aproximar la multiplicidad supondremos que f(x) ' A(x−ξ)m entorno a ξ. Formulando
el me´todo de Newton (E.51) tenemos:
xn+1 = xn − A(xn − ξ)
m
mA(xn − ξ)m−1 = xn −
1
m
(xn − ξ) = F (xn) (E.53)
Ahora, dado x0 ∈ R, y las dos primeras iteraciones: x1 = F (x0), x2 = F (x1), se puede
plantear el siguiente sistema de ecuaciones:
F (x0) = x0 − (x0 − ξ)/m = x1
F (x1) = x1 − (x1 − ξ)/m = x2
}
⇒ (x0 − x1)m+ ξ = x0
(x1 − x2)m+ ξ = x1
}
(E.54)
que puede resolverse fa´cilmente obteniendo:
m =
x0 − x1
x0 − 2x1 + x2 (E.55)
ξ =
x0x2 − x21
x0 − 2x1 + x2 (E.56)
De forma que adema´s de obtener la multiplicidad de la ra´ız (podemos aplicar el me´todo de
Newton generalizado), obtenemos tambie´n una mejor aproximacio´n.
Caso n-dimensional
Para el caso general x ∈ Rn y f : Rn 7→ Rn, podemos formular el me´todo de Newton:
xn+1 = xn −Df(xn)−1f(xn) (E.57)
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Pese a la aparente similitud entre las ecuaciones (E.51) y (E.57), la dificultad para el caso
n-dimensional es mucho ma´s elevada, debido principalmente a la posibilidad de acotar un punto
entre dos valores en el caso de dimensio´n 1 (el cla´sico teorema de Bolzano ilustra este hecho),
mientras que la geometr´ıa en el caso n-dimensional es mucho ma´s complicada.
A continuacio´n se presenta el me´todo de Newton general. La subrutina usrfun evalua la
funcio´n f(x) as´ı como la matriz jacobiana Df(x). Para ello necesita la funcio´n (*vecfun), dada
por el usuario, y la funcio´n dfjac que puede modificarse para contener el valor anal´ıtico de las




void mnewt(int ntrial, double x[], int n, double tolx, double
tolf,void (*vecfunc)(double, double [], double [])) {
void lubksb(double **a, int n, int *indx, double b[]);










for (i=1;i<=n;i++) errf += fabs(fvec[i]);
if (errf <= tolf) FREERETURN












void usrfun(double *y,int n,double *fun,double **fjac,void




void fdjac(int n, double x[], double fvec[], double **df,


















E.5. Valores y vectores propios
E.5.1. Valores propios. Me´todo QR
Definicio´n E.6. Llamamos polinomio caracter´ıstico de una matriz A ∈Mn×n(K), a:
QA(t) = det(A− tI) (E.58)
donde K es un cuerpo commutativo (C,R,...)
Definicio´n E.7. Un vector v ∈ Kn es un vector propio (vep) de A si v 6= 0 y existe λ ∈ K tal
que Av = λv.
Definicio´n E.8. Un escalar λ ∈ K es un valor propio (vap) de A si existe v ∈ Kn, v 6= 0 tal
que Av = λv.
De la definicio´n se desprende inmediatamente que (A − λI)v = 0 y para la existencia de
alguna solucio´n no trivial sera´ necesario que det(A − λI) = 0, luego λ sera´ ra´ız del polinomio
caracter´ıstico (E.58).
No obstante, en general es excesivamente laborioso el ca´lculo directo del polinomio carac-
ter´ıstico de una matriz. Adema´s, los valores propios son muy sensibles a perturbaciones en los
coeficientes del polinomio por muy cuidadosamente calculados que este´n. Por esta razo´n, al
ca´lculo de los valores propios de una matriz no pasa por la obtencio´n de QA(t) y posterior
bu´squeda de sus ra´ıces.
El me´todo que aqu´ı presentamos se basa en la descomposicio´n QR de la matriz y su eleccio´n
se debe (aparte de ser muy eficiente) a la facilidad con la que puede contemplarse la existencia
de valores propios complejos.
El me´todo consiste en construir una sucesio´n (As)s≥0 de la forma siguiente:
As+1 = RsQs (E.59)
donde Rs y Qs son las matrices correspondientes a la descomposicio´n QR de As. Es decir,
As = QsRs, con Qs matriz ortogonal y Rs matriz triangular superior. Notamos que:
As+1 = Q−1s AsQs = Q
T
s AsQs (E.60)
por lo tanto todas las matrices de la sucesio´n son semejantes a la matriz A y conservara´n sus
valores propios.
La sucesio´n definida convergera´ a una matriz triangular superior donde los valores propios
sera´n los elementos de la diagonal. En caso de existir valores propios de igual mo´dulo o complejos
conjugados, la sucesio´n convergera´ a cajas conteniendo dichos valores propios. Presentamos el
ejemplo de una matriz con un par de valores propios complejos.
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
∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗





0 0 0 0 · · · ∗

El nu´mero de iteraciones que el me´todo requiere para converger es O(n3) siendo n la dimen-
sio´n de A. Luego parece que el me´todo sigue siendo prohibitivo para matrices de gran taman˜o
(253 = 15625!!). No obstante el me´todo requiere del orden de O(n2) iteraciones (252 = 625) si
partimos de A en forma de Hessenberg (E.2).
Presentamos en co´digo de la subrutina VapsQR que encuentra todos los valores propios (reales
y complejos) de la matriz **a, dada en forma de Hessenberg. Los vectores *wr y *wi continen
respectivamente las partes real e imaginaria de los valores propios.























































































E.5.2. Primera aproximacio´n de vectores propios
Si v es un vector propio de valor propio λ de A, entonces:
v ∈ ker(A− λI) (E.61)
donde ker denota el nu´cleo22 de la aplicacio´n f(x) = (A− λI) · x. La condicio´n (E.61) conduce
a un sistema indeterminado (la solucio´n debe ser no trivial). No obstante, esta no es una forma
eficiente de calcular nume´ricamente los vectores propios de una matriz (sobretodo si se desea
obtener una base completa).
22El nu´cleo de una aplicacio´n f es el conjunto de vectores x tales que f(x) = 0.
Ape´ndices 67
A continuacio´n se presenta un me´todo muy sencillo para aproximar los vectores propios de A
si se tiene una aproximacio´n de los valores propios (los cuales se pueden obtener con el me´todo
QR). Esta aproximacio´n es en general insuficiente para el grado de presicio´n que se necesita en
nuestro trabajo y tendremos que refinar el ca´lculo con otros me´todos.
Si τ es un nu´mero pro´ximo al valor propio λ, entonces se busca la solucio´n y del sistema
lineal dado por [40]:
(A− τI) · y = b (E.62)
donde b es un vector arbitrario. La solucio´n obtenida y sera´ pro´xima al vector propio v de A.
De este modo, se define la sucesio´n:
(A− τkI) · yk+1 = bk (E.63)




y el valor propio se refinara´ mediante la expresio´n:




En particular puede partirse de un valor “aceptable”del valor propio λ calculado con el me´to-
do QR.
Finalmente, debe tenerse en cuenta que el sistema lineal (E.63) puede tener coeficientes
complejos y su solucio´n no puede obtenerse directamente con las rutinas ludcmp y lubksb.
Es preciso notar que cualquier sistema lineal de n ecuaciones y coeficientes complejos puede
abordarse tambie´n resolviendo un sistema real de dimensio´n 2n. La ecuacio´n
(A+Bi) · (x+ yi) = (a+ bi) (E.66)
puede agruparse:
Ax+Ayi+Bxi+Byi2 = a+ bi (E.67)
Ax−By +Ayi+Bxi = a+ bi (E.68)
que planteando las igualdades correspondientes a las partes real e imaginaria se obtiene:{
Ax−By = a















E.5.3. Me´todo de la potencia
En general, este me´todo y sus variantes resultan u´tiles cuando so´lo se quieren algunos valores
propios y sus vectores propios asociados. Este me´todo permite calcular aproximaciones sucesivas
del valor propio de mo´dulo ma´ximo (si existe), as´ı como un vector propio asociado a e´ste.
Dada A, matriz n×n, sean λj j = 1÷n sus valores propios, repetidos segu´n su multiplicidad,
y ordenados segu´n su mo´dulo
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|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|. (E.70)
Suponemos que A es diagonalizable y llamamos v(j) j = 1÷ n a los vectores propios lineal-
mente independientes asociados a los valores propios λj j = 1÷n; Suponemos que el valor propio
de mo´dulo ma´ximo es de multiplicidad simple.
El me´todo de la potencia considera las iteraciones
x(k+1) = Ax(k) = Ak+1x(0), k ≥ 0, (E.71)





































 , k ≥ 0. (E.74)




(j) tiende al vector
















donde el sub´ındice i indica la i-e´sima componente del correspondiente vector.
La velocidad de convergencia depende del cociente λ2/λ1 y sera´ ma´s ra´pida cuanto ma´s













Hemos visto que la sucesio´n Akx(0) cumple (E.75), pero desde el punto de vista nume´rico,
podr´ıa ser que Akx(0) tienda a infinito y tengamos problemas de convergencia para (E.75). Un
































||v(1)|| = l´ımk→∞ y
(k). (E.79)
































for(j=1;j<=n;j++) x[i] += a[i][j]*y[j];
}
}

































E.5.4. Me´todo de la potencia para complejos
Cuando tenemos valores propios complejos, el me´todo de la potencia no converge hacia la
solucio´n tal y como se ha descrito en la seccio´n anterior. Se presenta una variacio´n del me´todo
para tener en cuenta esta posibilidad.
Sea A ∈Mn×n(R) diagonalizable con sus valores propios de la forma
|λ1| = |λ2| > |λ3| ≥ . . . ≥ |λn|, (E.80)
siendo λ1 = α+ iβ y lambda2 = α− iβ = λ1.
Sea {u1, u2, . . . , un} una base de vectores propios complejos, con u2 = u1, y sea v ∈ Rn un
vector cualquiera. Entonces
v = m1u1 +m2u2 +m3u3 + . . .+mnun, (E.81)
















En el l´ımite se anulan todos los coeficientes de los vectores u3 a un y tenemos que Akv es
asinto´ticamente combinacio´n lineal de u1 y u2.
Supongamos entonces que v = mu + m¯u¯, con u = u1 y m = m1 6= 0. Se pretende calcular
λ = λ1 = α + iβ y un vector propio correspondiente. A tal efecto se utiliza v y dos ima´genes
sucesivas por A: v1 = v, v2 = Av y v3 = A2v.
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En primer lugar, observamos que v = mu+ m¯u¯ = Re(2mu) y que 2mu es un vector propio
de valor propio λ de A. Por lo tanto, podemos buscar un vector propio de A de valor propio λ
de la forma a+ bi
A(a+ bi) = (α+ βi)(a+ bi) ⇒
{
Aa = αa− βb
Ab = αb+ βa
(E.83)
Si definimos a := v, entonces tenemos que
1. v1 = a,
2. v2 = Av1 = αa− βb,
3. v3 = Av2 = α(αa− βb)− β(αa− βb) = (α2 − β2)a− 2αβb,
de modo que deben calcularse a, b, α y β. Tenemos pues que a = v1 y sustituyendo en v2 tenemos
que b = (αv1 − v2)/β. De la tercera expresio´n se obtiene
(α2 + β)2v1 − 2αv2 + v3 = 0, (E.84)
de donde se determinara´n α y β. En el caso ideal, esto es, si v es realmente combinacio´n lineal
de u y u, esta u´ltima igualdad sera´ cierta. Al conocer los vectores v1, v2 y v3 se puede resolver
(E.84) nume´ricamente como si fuera un sistema sobredeterminado, con ico´gnitas A = α2 + β2 y
B = −2α
Av1 +Bv2 = v3 ⇒
{
A〈v1, v1〉+B〈v2, v1〉 = −〈v3, v1〉
A〈v1, v2〉+B〈v2, v2〉 = −〈v3, v2〉 , (E.85)
donde 〈·, ·〉 es el producto escalar.
Poniendo todas estas ideas en claro podemos plantear el siguiente algoritmo:
Se toma v ∈ R \ {0} una aproximacio´n a la parte real de un vector propio de valor propio
λ.
Se calcula v1 = v, v2 = Av1 y v3 = Av2.
Se calculan A y B resolviendo (E.85).
Se calculan α = −B/2 y β = +√A− α2.
Se calcula a = v1 y b = (αv1 − v2)/β tal que a+ bi es una mejor aproximacio´n del vector
propio buscado.
Se repite de nuevo tomando v = v3 y se detiene el ca´lculo cuando |αj − αj+1| ≤ εα,
|βj − βj+1| ≤ εβ y adema´s
||(α2j+1 + β2j+1)v1,j+1 − 2αj+1v2,j+1 + v3,j+1|| ≤ εαβ . (E.86)














for(i=1;i<=n;i++) aux[i]=v1[i]; // v1=vep/||vep||
lubksb(M,n,indx,aux);
for(i=1;i<=n;i++) v2[i]=aux[i]; // B1*v1=v2
lubksb(M,n,indx,aux);













for(i=1;i<=n;i++) aux[i]=v1[i]; // v1=vep/||vep||
lubksb(M,n,indx,aux);
for(i=1;i<=n;i++) v2[i]=aux[i]; // B1*v1=v2
lubksb(M,n,indx,aux);

































for(i=1;i<=n;i++) esca += x1[i]*x2[i];
return esca;
}
int EvaluaClausula3(double a1,double a2,double b1,double b2,double










for(i=1;i<=n;++i) norma += ((a2*a2+b2*b2)*v1[i]-2*a2*v2[i]+v3[i])*((a2*a2+b2*b2)*v1[i]-2*a2*v2[i]+v3[i]);
norma=sqrt(norma);
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F. Datos atmosfe´ricos, cine´ticos y fotoqu´ımicos
En este ape´ndice se presentan los datos atmosfe´ricos utilizados para el estudio de la estratos-
fera. Los datos correspondientes a las tablas 14 a 21 han sido tomadas de [6]. Se ha escogido
esta referencia en lugar de [37] debido a que en esta u´ltima referencia los datos de concentracio´n
y flujo solar se presentan en forma de gra´ficos dificultando su lectura exacta. El resto de datos
fotoqu´ımicos se han obtenido de [37]. En todo momento, [M ] denota la densidad del aire.
Tabla 14: Perfiles de temperatura, presio´n y densidad del aire con la altura.
Altura (km) Presio´n (mbar) Temperatura (K) M (molec/cm3)
0.0 1013.000 290.0 2.53E+19
2.0 761.246 278 2.53E+19
4.0 572.059 264.4 1.56E+19
6.0 429.89 250 1.24E+19
8.0 323.052 235.8 9.92E+19
10.0 242.766 223.7 7.86E+18
12.0 182.434 214.2 6.17E+18
14.0 137.095 208.8 4.75E+18
16.0 103.023 206.5 3.61E+18
18.0 77.42 205.6 2.72E+18
20.0 58.179 205.6 2.05E+18
22.0 43.72 206.5 1.53E+18
24.0 32.855 208.1 1.14E+18
26.0 24.69 210.5 8.49E+17
28.0 18.554 213.9 6.28E+17
30.0 13.943 217.6 4.64E+17
32.0 10.478 221.2 3.43E+17
34.0 7.874 225 2.53E+17
36.0 5.917 229.2 1.87E+17
38.0 4.446 234 1.37E+17
40.0 3.341 239.2 1.01E+17
42.0 2.511 244.6 7.43E+16
44.0 1.887 249.5 5.48E+16
46.0 1.418 253.3 4.05E+16
48.0 1.066 255.5 3.02E+16
50.0 0.801 255.4 2.27E+16
52.0 0.602 253.2 1.72E+16
54.0 0.452 249.3 1.31E+16
56.0 0.34 244.3 1.00E+16
58.0 0.255 238.9 7.74E+15
60.0 0.192 233.6 5.95E+15
80.0 1.1E-02 198.6 3.83E+14
100.0 3.2E-04 195.1 1.19E+13
140.0 7.2E-06 560.0 9.32E+10
200.0 8.5E-07 855.0 7.18E+09
500.0 3.0E-09 999.2 2.19E+07
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Tabla 15: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies N2O, CH4, CO y H2O.
Altura (km) N2O CH4 CO H2O
0.0 3.08E-07 1.68E-06 1.47E-07
2.0 3.07E-07 1.67E-06 1.31E-07
4.0 3.07E-07 1.67E-06 1.18E-07
6.0 3.07E-07 1.67E-06 1.08E-06
8.0 3.07E-07 1.66E-06 1.00E-07
10.0 3.05E-07 1.66E-06 9.32E-08 3.20E-06
12.0 3.03E-07 1.65E-06 8.36E-08 3.21E-06
14.0 2.99E-07 1.63E-06 6.93E-08 3.20E-06
16.0 2.93E-07 1.61E-06 5.20E-08 3.21E-06
18.0 2.85E-07 1.58E-06 3.89E-08 3.24E-06
20.0 2.73E-07 1.54E-06 2.89E-08 3.30E-06
22.0 2.57E-07 1.48E-06 2.18E-08 3.37E-06
24.0 2.36E-07 1.42E-06 1.75E-08 3.47E-06
26.0 2.10E-07 1.33E-06 1.55E-08 3.59E-06
28.0 1.77E-07 1.23E-06 1.52E-08 3.74E-06
30.0 1.41E-07 1.23E-06 1.58E-08 3.91E-06
32.0 1.05E-07 1.12E-06 1.65E-08 4.10E-06
34.0 7.34E-08 1.00E-06 1.73E-08 4.31E-06
36.0 4.80E-08 8.80E-07 1.79E-08 4.52E-06
38.0 2.99E-08 7.54E-07 1.85E-08 4.74E-06
40.0 1.83E-08 6.32E-07 1.90E-08 4.94E-06
42.0 1.14E-08 5.19E-07 1.94E-08 5.11E-06
44.0 7.41E-09 4.25E-07 2.03E-08 5.24E-06
46.0 5.05E-09 3.54E-07 2.17E-08 5.33E-06
48.0 3.66E-09 3.06E-07 2.31E-08 5.39E-06
50.0 2.81E-89 2.77E-07 2.47E-08 5.42E-06
52.0 2.23E-09 2.62E-07 2.70E-08 5.43E-06
54.0 1.82E-09 2.54E-07 2.97E-08 5.44E-06
56.0 1.52E-09 2.51E-07 3.32E-08 5.44E-06
58.0 1.31E-09 2.50E-07 3.86E-08 5.43E-06
60.0 1.16E-09 2.51E-07 4.63E-08 5.42E-06
Figura 46: Perfiles de concentracio´n de la tabla 15.
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Tabla 16: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies O(1D), O(3P ) y O3.
Altura (km) O(1D) O(3P ) O3
0.0 1.97E-22 1.03E-16 3.82E-08
2.0 2.46E-22 1.39E-16 3.42E-08
4.0 4.18E-22 2.58E-16 4.37E-08
6.0 7.80E-22 5.27E-16 6.30E-08
8.0 1.43E-21 1.06E-15 9.05E-08
10.0 2.67E-21 2.20E-15 1.30E-07
12.0 5.33E-21 4.94E-15 1.97E-07
14.0 1.21E-20 1.31E-14 3.30E-07
16.0 2.99E-20 3.83E-14 5.72E-07
18.0 7.24E-20 1.09E-13 9.39E-07
20.0 1.78E-20 3.13E-13 1.50E-06
22.0 4.54E-19 8.91E-13 2.32E-06
24.0 1.17E-18 2.46E-12 3.44E-06
26.0 3.11E-18 6.66E-12 4.84E-06
28.0 8.57E-18 1.79E-11 6.60E-06
30.0 2.38E-17 4.64E-11 8.34E-06
32.0 5.78E-17 1.03E-10 8.79E-06
34.0 1.30E-16 2.24E-10 8.56E-06
36.0 2.69E-16 4.71E-10 7.61E-06
38.0 5.20E-16 9.95E-10 6.63E-06
40.0 9.61E-16 2.15E-09 5.03E-06
42.0 1.68E-15 4.71E-09 4.01E-06
44.0 2.82E-15 1.03E-08 3.35E-06
46.0 4.50E-15 2.20E-08 2.91E-06
48.0 6.76E-15 4.38E-08 2.57E-06
50.0 9.46E-15 8.03E-08 2.27E-06
52.0 1.24E-14 1.36E-07 2.01E-06
54.0 1.53E-14 2.11E-07 1.75E-06
56.0 1.81E-14 3.13E-07 1.51E-06
58.0 2.06E-13 4.43E-07 1.28E-06
60.0 2.25E-14 6.04E-07 1.06E-06
Figura 47: Perfiles de concentracio´n de la tabla 16.
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Tabla 17: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies H2O2, OH, HO2 y H .
Altura (km) H2O2 OH HO2 H
10.0 6.32E-12 2.02E-14 1.21E-13 2.43E-21
12.0 6.11E-13 1.60E-14 4.83E-14 1.99E-21
14.0 3.89E-14 2.18E-14 4.63E-14 2.71E-21
16.0 4.98E-14 4.75E-14 1.26E-13 5.60E-21
18.0 1.50E-13 8.40E-14 2.73E-13 9.66E-21
20.0 4.37E-13 1.41E-13 5.55E-13 1.00E+00
22.0 1.30E-12 2.44E-13 1.14E-12 3.00E-20
24.0 3.72E-12 4.36E-13 2.32E-12 6.45E-20
26.0 1.02E-11 8.25E-13 4.71E-12 1.69E-19
28.0 2.76E-11 1.63E-12 9.67E-12 5.43E-19
30.0 6.45E-11 3.68E-12 1.95E-11 2.21E-18
32.0 9.82E-11 7.78E-12 3.20E-11 9.11E-18
34.0 1.14E-10 1.60E-11 4.69E-11 4.10E-17
36.0 1.03E-09 3.08E-11 6.07E-11 1.89E-16
38.0 7.94E-11 5.65E-11 7.27E-11 9.14E-16
40.0 5.79E-11 9.83E-11 8.42E-11 4.49E-15
42.0 4.57E-11 1.54E-10 9.88E-11 2.08E-14
44.0 4.16E-11 2.20E-10 1.20E-10 8.80E-14
46.0 4.10E-11 2.94E-10 1.49E-10 3.35E-13
48.0 4.08E-11 3.71E-10 1.80E-10 1.11E-12
50.0 4.00E-11 4.46E-10 2.10E-10 3.19E-12
52.0 3.92E-11 5.21E-10 2.39E-10 8.11E-12
54.0 3.76E-11 5.87E-10 2.64E-10 1.81E-11
56.0 3.54E-11 6.43E-10 2.86E-10 3.71E-11
58.0 3.35E-11 7.00E-10 3.07E-10 7.24E-11
60.0 3.21E-11 7.61E-10 3.32E-10 1.36E-10
Figura 48: Perfiles de concentracio´n de la tabla 17.
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Tabla 18: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies NO(y), HNO3, N2O5, NO2, NO, HNO4 y N.
Altura (km) NO(y) HNO3 N2O5 NO2 NO HNO4 N
10.0 1.48E-09 8.95E-10 1.55E-11 2.12E-10 2.84E-10 5.77E-11 2.48E-25
12.0 2.13E-09 1.18E-09 5.62E-11 3.35E-10 5.09E-10 2.99E-11 4.57E-24
14.0 3.01E-09 1.74E-09 9.41E-11 4.65E-10 6.65E-10 2.69E-11 4.66E-23
16.0 3.70E-09 2.63E-09 8.30E-11 4.44E-10 5.23E-10 4.04E-11 2.47E-22
18.0 4.37E-09 3.34E-09 9.44E-11 4.88E-10 4.83E-10 5.45E-11 1.34E-21
20.0 5.35E-09 4.13E-09 1.27E-10 6.11E-10 5.04E-10 7.67E-11 7.32E-21
22.0 6.65E-09 4.96E-09 1.90E-10 8.29E-10 5.70E-10 1.12E-10 3.90E-20
24.0 8.30E-09 5.76E-09 2.95E-10 1.16E-09 6.98E-10 1.61E-10 2.06E-19
26.0 1.03E-08 6.37E-09 4.57E-10 1.78E-09 9.14E-10 2.21E-10 1.05E-18
28.0 1.25E-08 6.50E-09 6.85E-10 2.74E-09 1.24E-09 2.90E-10 4.95E-18
30.0 1.49E-08 5.70E-09 9.22E-10 4.43E-09 1.93E-09 3.34E-10 2.36E-17
32.0 1.71E-08 5.28E-09 8.67E-10 6.00E-09 2.97E-09 2.68E-10 1.01E-16
34.0 1.89E-08 4.29E-09 6.90E-10 7.60E-09 4.55E-09 1.75E-10 3.68E-16
36.0 2.01E-08 3.29E-09 4.65E-10 8.45E-09 6.57E-09 9.24E-11 1.10E-15
38.0 2.07E-08 2.21E-09 2.87E-10 8.35E-09 9.03E-09 4.08E-11 2.76E-15
40.0 2.08E-08 1.29E-09 1.68E-10 7.09E-09 1.18E-08 1.56E-11 5.95E-15
42.0 2.04E-08 6.29E-10 9.76E-11 5.11E-09 1.43E-08 5.51E-12 1.12E-14
44.0 1.98E-08 2.47E-10 5.90E-11 3.17E-09 1.62E-08 1.85E-12 1.93E-14
46.0 1.92E-08 8.48E-11 3.66E-11 1.73E-09 1.72E-08 5.89E-13 3.13E-14
48.0 1.85E-08 2.70E-11 2.27E-11 8.70E-10 1.75E-08 1.79E-13 5.02E-14
50.0 1.78E-08 8.46E-12 1.36E-11 4.25E-10 1.72E-08 5.48E-14 8.28E-14
52.0 1.70E-08 2.73E-12 7.78E-12 2.08E-10 1.65E-08 1.74E-14 1.42E-13
54.0 1.59E-08 9.04E-13 4.07E-12 1.03E-10 1.55E-08 5.75E-15 2.50E-13
56.0 1.47E-08 3.06E-13 2.00E-12 5.25E-11 1.43E-08 1.95E-15 4.45E-13
58.0 1.32E-08 1.07E-13 9.34E-13 2.72E-11 1.30E-08 6.91E-16 7.83E-13
60.0 1.17E-08 3.91E-14 4.17E-13 1.45E-11 1.16E-08 2.54E-16 1.33E-12
Figura 49: Perfiles de concentracio´n de la tabla 18.
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Tabla 19: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies CCl4, CFCl3, CF2Cl2, CH3CCl3, CH3Cl y Clx.
Altura (km) CCl4 CFCl3 CF2Cl2 CH3CCl3 CH3Cl Clx
0.0 1.03E-10 2.53E-10 4.34E-10 1.45E-10 6.00E-10 5.00E-11
2.0 1.02E-10 2.52E-10 4.33E-10 1.44E-10 5.85E-10 6.88E-11
4.0 1.02E-10 2.52E-10 4.33E-10 1.43E-10 5.74E-10 8.49E-11
6.0 1.02E-10 2.51E-10 4.32E-10 1.42E-10 5.65E-10 1.00E-10
8.0 1.01E-10 2.50E-10 4.31E-10 1.41E-10 5.57E-10 1.17E-10
10.0 1.00E-10 2.48E-10 4.30E-10 1.40E-10 5.48E-10 1.41E-10
12.0 9.92E-11 2.45E-10 4.27E-10 1.37E-10 5.37E-10 1.79E-10
14.0 9.61E-11 2.39E-10 4.22E-10 1.33E-10 5.17E-10 2.51E-10
16.0 9.06E-11 2.29E-10 4.13E-10 1.25E-10 4.91E-10 3.66E-10
18.0 8.26E-11 2.14E-10 4.00E-10 1.15E-10 4.62E-10 5.17E-10
20.0 7.11E-11 1.93E-10 3.83E-10 1.01E-10 4.30E-10 7.22E-10
22.0 5.57E-11 1.64E-10 3.60E-10 8.20E-11 3.92E-10 9.96E-10
24.0 3.76E-11 1.28E-10 3.30E-10 5.90E-11 3.47E-10 1.33E-09
26.0 2.02E-11 8.75E-11 2.92E-10 3.52E-11 2.96E-10 1.72E-09
28.0 7.42E-12 4.57E-11 2.44E-10 1.49E-11 2.41E-10 2.14E-09
30.0 1.46E-12 1.54E-11 1.88E-10 3.53E-12 1.84E-10 2.51E-09
32.0 1.54E-13 3.60E-12 1.35E-10 5.16E-13 1.31E-10 2.77E-09
34.0 7.59E-15 5.07E-13 8.82E-11 4.02E-14 8.69E-11 2.96E-09
36.0 1.79E-16 4.46E-14 5.24E-11 1.75E-15 5.27E-11 3.08E-09
38.0 2.64E-15 2.80E-11 4.84E-17 2.90E-11 3.16E-09
40.0 1.16E-16 1.37E-11 1.47E-11 3.21E-09
42.0 6.62E-12 7.25E-12 3.24E-09
44.0 3.11E-12 3.69E-12 3.25E-09
46.0 1.49E-12 2.06E-12 3.26E-09
48.0 7.68E-13 1.32E-12 3.26E-09
50.0 4.24E-13 9.66E-13 3.26E-09
Figura 50: Perfiles de concentracio´n de la tabla 19.
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Tabla 20: Fraccio´n en volumen [X]/[M ] para las especies Cl, ClO, HCl, ClONO2 y HOCl.
Altura (km) Cl ClO HCl ClONO2 HOCl
10.0 4.89E-17 8.70E-15 1.38E-10 1.33E-12 5.98E-16
12.0 5.74E-17 7.76E-15 1.77E-10 1.31E-12 1.81E-16
14.0 1.16E-16 1.87E-14 2.48E-10 2.92E-12 3.41E-16
16.0 3.83E-16 1.32E-13 3.57E-10 1.21E-09 6.43E-15
18.0 9.48E-16 5.75E-13 4.88E-10 3.42E-11 3.98E-14
20.0 2.17E-15 2.02E-12 6.45E-10 8.64E-11 1.94E-13
22.0 4.79E-15 6.17E-12 8.07E-10 1.98E-10 8.55E-13
24.0 1.01E-14 1.61E-12 9.40E-10 4.01E-10 3.19E-12
26.0 2.07E-14 3.62E-11 1.01E-09 7.01E-10 1.00E-11
28.0 4.08E-14 7.31E-11 1.00E-09 1.07E-09 2.80E-11
30.0 8.60E-14 1.29E-10 9.23E-10 1.41E-09 6.69E-11
32.0 2.06E-13 2.17E-10 1.03E-09 1.42E-09 1.21E-10
34.0 5.12E-13 3.48E-10 1.23E-09 1.20E-09 1.90E-10
36.0 1.25E-12 5.31E-10 1.52E-09 7.89E-11 2.43E-10
38.0 2.83E-13 7.13E-10 1.80E-09 3.90E-10 2.53E-10
40.0 5.88E-12 8.52E-10 1.99E-09 1.42E-10 2.19E-10
42.0 1.07E-11 8.83E-10 2.13E-09 3.89E-11 1.67E-10
44.0 1.73E-11 8.01E-10 2.30E-09 8.41E-12 1.19E-10
46.0 2.55E-11 6.36E-10 2.51E-09 1.48E-12 7.80E-11
48.0 3.46E-11 4.49E-10 2.73E-09 2.29E-13 4.60E-11
50.0 4.37E-11 2.97E-10 2.89E-09 3.49E-14 2.54E-11
52.0 5.30E-11 1.94E-10 3.00E-09 5.73E-15 1.40E-11
54.0 6.13E-11 1.26E-10 3.06E-09 1.03E-15 7.69E-12
56.0 6.91E-11 8.18E-11 3.10E-09 1.99E-16 4.22E-12
58.0 7.60E-11 5.28E-11 3.12E-09 4.14E-17 2.35E-12
60.0 8.15E-11 3.34E-11 3.14E-09 9.00E-18 1.31E-12
Figura 51: Perfiles de concentracio´n de la tabla 20.
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Tabla 21: Flujo solar recibido por la estratosfera para distintas longitudes de onda.
λ (nm) I (fot/cm2/s/nm) λ (nm) I (fot/cm2/s/nm) λ (nm) I (fot/cm2/s/nm)
120 3.59E+11 320 6.26E+14 520 2.43E+15
125 7.89E+09 325 8.31E+14 525 2.52E+15
130 2.68E+10 330 8.47E+14 530 2.59E+15
135 1.43E+10 335 7.94E+14 535 2.57E+15
140 1.91E+10 340 8.42E+14 540 2.58E+15
145 2.83E+10 345 8.30E+14 545 2.60E+15
150 5.13E+10 350 9.43E+14 550 2.60E+15
155 7.03E+10 355 8.42E+14 555 2.59E+15
160 1.02E+11 360 9.19E+14 560 2.60E+15
165 1.93E+11 365 1.14E+15 565 2.64E+15
170 3.28E+11 370 1.02E+15 570 2.66E+15
175 6.22E+11 375 1.16E+15 575 2.70E+15
180 1.01E+12 380 9.42E+14 580 2.72E+15
185 1.46E+12 385 1.03E+15 585 2.69E+15
190 2.12E+12 390 1.07E+15 590 2.64E+15
195 3.14E+12 395 1.27E+15 595 2.64E+15
200 4.55E+12 400 1.72E+15 600 2.66E+15
205 7.67E+12 405 1.77E+15 605 2.68E+15
210 1.89E+13 410 1.86E+15 610 2.66E+15
215 2.22E+13 415 1.90E+15 615 2.67E+15
220 3.03E+13 420 1.81E+15 620 2.66E+15
225 2.74E+13 425 1.69E+15 625 2.61E+15
230 2.84E+13 430 1.79E+15 630 2.63E+15
235 2.93E+13 435 1.98E+15 635 2.65E+15
240 3.64E+13 440 2.09E+15 640 2.66E+15
245 3.27E+13 445 2.25E+15 645 2.66E+15
250 3.28E+13 450 2.30E+15 650 5.13E+15
255 7.26E+13 455 2.31E+15 660 5.15E+15
260 9.73E+13 460 2.35E+15 670 5.25E+15
265 1.73E+14 465 2.34E+15 680 5.18E+15
270 1.47E+14 470 2.36E+15 690 5.44E+15
275 1.29E+14 475 2.42E+15 700 5.43E+15
280 1.73E+14 480 2.35E+15
285 2.42E+14 485 2.32E+15
290 4.21E+14 490 2.45E+15
295 3.95E+14 495 2.45E+15
300 4.03E+14 500 2.43E+15
305 4.70E+14 505 2.48E+15
310 5.59E+14 510 2.43E+15
315 5.74E+14 515 2.39E+15
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A continuacio´n se adjuntan los datos fotoqu´ımicos necesarios para evaluar las constantes
de foto´lisis. Se sen˜ala la poca calidad de los datos en algunos casos, principalmente en algunos
rendimientos cua´nticos. Por ejemplo, el O2 presenta un espectro muy complicado, con una gran
variedad de bandas de absorcio´n, pero en la bibliograf´ıa no se ha encontrado ninguna indicacio´n
clara para su interpretacio´n en vista a realizar ca´lculos fotoqu´ımicos. Para esta especie se toma
un rendimiento cua´ntico φ = 1 [37].
Tabla 22: Seccio´n transversal de absorcio´n para el O2.
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n)
204.05 1.30E-25 215 5.59E-24
204.1 3.00E-25 216 5.35E-24
204.15 6.00E-25 217 5.13E-24
204.2 9.30E-25 218 4.88E-24
204.25 1.30E-24 219 4.64E-24
204.3 1.70E-24 220 4.46E-24
204.34 2.00E-24 221 4.26E-24
204.4 2.50E-24 222 4.09E-24
204.45 3.00E-24 223 3.89E-24
204.5 3.50E-24 224 3.67E-24
204.55 4.00E-24 225 3.45E-24
204.6 4.50E-24 226 3.21E-24
204.65 5.00E-24 227 2.98E-24
204.7 5.50E-24 228 2.77E-24
204.75 6.05E-24 229 2.63E-24
204.8 6.50E-24 230 2.43E-24
204.9 7.10E-24 231 2.25E-24
205 7.35E-24 232 2.10E-24
206 7.20E-24 233 1.94E-24
207 7.05E-24 234 1.78E-24
208 6.86E-24 235 1.63E-24
209 6.68E-24 236 1.48E-24
210 6.51E-24 237 1.34E-24
211 6.24E-24 238 1.22E-24
212 6.05E-24 239 1.10E-24
213 5.89E-24 240 1.01E-24
214 5.72E-24
86 Ape´ndices
Tabla 23: Seccio´n transversal de absorcio´n y rendimiento cua´ntico para el O3 dando O(3P ).
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ φ
312.5 5.01E-20 305 9.000E-01
317.5 2.49E-20 306 8.724E-01
323 1.20E-20 306.5 8.606E-01
328 6.17E-21 307 8.380E-01
333 2.74E-21 307.5 8.011E-01
338 1.17E-21 308 7.476E-01
343 5.88E-22 308.5 6.774E-01
348 2.66E-22 309 5.931E-01
353 1.09E-22 309.5 5.009E-01






































La tabla 23 corresponde a la reaccio´n
O3 + hν → O(3P ) + O2. (F.1)
La tabla 24 en cambio corresponde a la reaccio´n
O3 + hν → O(1D) + O2. (F.2)
Ambas reacciones comparten los datos referentes a rendimiento cua´ntico (tabla 23).
Tabla 24: Seccio´n transversal de absorcio´n para el O3 dando O(1D).
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n)
175.439 8.11E-19 206.186 4.34E-19 250.000 1.13E-17
176.991 7.99E-19 208.333 5.42E-19 253.165 1.15E-17
178.571 7.86E-19 210.526 6.99E-19 256.410 1.12E-17
180.180 7.63E-19 212.766 9.21E-19 259.740 1.06E-17
181.818 7.29E-19 215.054 1.19E-18 263.158 9.65E-18
183.486 6.88E-19 217.391 1.55E-18 266.667 8.34E-18
185.185 6.22E-19 219.780 1.99E-18 270.270 6.92E-18
186.916 5.76E-19 222.222 2.56E-18 273.973 5.42E-18
188.679 5.26E-19 224.719 3.23E-18 277.778 4.02E-18
190.476 4.76E-19 227.273 4.00E-18 281.690 2.77E-18
192.308 4.28E-19 229.885 4.83E-18 285.714 1.79E-18
194.175 3.83E-19 232.558 5.79E-18 289.855 1.09E-18
196.078 3.47E-19 235.294 6.86E-18 294.118 6.24E-19
198.020 3.23E-19 238.095 7.97E-18 298.507 3.43E-19
200.000 3.14E-19 240.964 9.00E-18 303.030 1.85E-19
202.020 3.26E-19 243.902 1.00E-17 307.692 9.80E-20
204.082 3.64E-19 246.914 1.08E-17
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Para la foto´lisis del HNO3 (tabla 25) se considera un rendimiento cua´ntido φ = 1 para todas
las longitudes de onda.
Tabla 25: Seccio´n transversal de absorcio´n para el HNO3.
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n)
192 1.23E-17 246 1.82E-20 300 2.07E-21
194 1.10E-17 248 1.79E-20 302 1.62E-21
196 8.23E-18 250 1.77E-20 304 1.27E-21
198 6.77E-18 252 1.78E-20 306 9.91E-22
200 5.17E-18 254 1.78E-20 308 7.74E-22
202 3.92E-18 256 1.78E-20 310 5.85E-22
204 2.86E-18 258 1.77E-20 312 4.35E-22
206 2.01E-18 260 1.75E-20 314 3.13E-22
208 1.35E-18 262 1.71E-20 316 2.40E-22
210 8.92E-19 264 1.67E-20 318 1.73E-22
212 5.74E-19 266 1.61E-20 320 1.19E-22
214 3.71E-19 268 1.54E-20 322 9.13E-23
216 2.47E-19 270 1.45E-20 324 6.18E-23
218 1.68E-19 272 1.36E-20 326 4.55E-23
220 1.26E-19 274 1.28E-20 328 3.24E-23
222 1.00E-19 276 1.17E-20 330 2.01E-23
224 8.25E-20 278 1.08E-20 332 1.47E-23
226 6.95E-20 280 9.75E-21 334 1.15E-23
228 5.94E-20 282 8.73E-21 336 8.64E-24
230 5.00E-20 284 7.81E-21 338 6.12E-24
232 4.21E-20 286 6.88E-21 340 4.10E-24
234 3.57E-20 288 6.00E-21 342 3.43E-24
236 2.88E-20 290 5.15E-21 344 3.34E-24
238 2.51E-20 292 4.42E-21 346 1.95E-24
240 2.21E-20 294 3.72E-21 348 1.66E-24
242 2.02E-20 296 3.09E-21 350 2.03E-24
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Tabla 26: Seccio´n transversal de absorcio´n y rendimiento cua´ntico para el NO2.
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n) λ φ
217.39 4.44E-19 290 9.99E-01 405 0.35
219.78 4.71E-19 295 9.98E-01 406 0.29
222.22 3.77E-19 300 9.97E-01 407 0.225
224.72 3.93E-19 305 9.96E-01 408 0.185
227.27 2.74E-19 310 9.95E-01 409 0.153
229.89 2.78E-19 315 9.94E-01 410 0.13
232.56 1.69E-19 320 9.93E-01 411 0.11
235.29 1.62E-19 325 9.92E-01 412 0.094
238.09 8.81E-20 330 9.91E-01 413 0.083
240.96 7.47E-20 335 9.90E-01 414 0.07
243.9 3.91E-20 340 9.89E-01 415 0.059
246.91 2.75E-20 345 9.88E-01 416 0.048
250.0 2.01E-20 350 9.87E-01 417 0.039
253.17 1.97E-20 355 9.86E-01 418 0.03
256.41 2.11E-20 360 9.84E-01 419 0.023
259.74 2.36E-20 365 9.83E-01 420 0.018
263.16 2.70E-20 370 9.81E-01 421 0.012
266.67 3.25E-20 375 9.79E-01 422 0.008
270.27 3.79E-20 380 9.75E-01 423 0.004
303.03 1.58E-19 381 9.74E-01
307.69 1.85E-19 382 9.73E-01
312.5 2.14E-19 383 9.72E-01
317.5 2.46E-19 384 9.71E-01
322.5 2.78E-19 385 9.69E-01
327.5 3.10E-19 386 9.67E-01
332.5 3.39E-19 387 9.66E-01
337.5 3.76E-19 388 0.964
342.5 4.02E-19 389 0.962
347.5 4.28E-19 390 0.96
352.5 4.67E-19 391 0.959
357.5 4.81E-19 392 0.957
362.5 5.13E-19 393 0.953
367.5 5.29E-19 394 0.95
372.5 5.49E-19 395 0.942
377.5 5.62E-19 396 0.922
382.5 5.73E-19 397 0.87
387.5 5.90E-19 398 0.82
392.5 5.83E-19 399 0.76
397.5 6.01E-19 400 0.695
402.5 5.77E-19 401 0.635
407.5 5.97E-19 402 0.56
412.5 5.65E-19 403 0.485
417.5 5.78E-19 404 0.425
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Finalmente, se adjuntan los datos fotoqu´ımicos para los CFCs considerados en el modelo
estratosfe´rico: CF2Cl2 y CFCl3. Los rendimientos cua´nticos considerados son φ = 0.75 y φ =
0.79, respectivamente.
Tabla 27: Seccio´n transversal de absorcio´n para las especies CF2Cl2 y CFCl3.
λ (nm) σ (cm2/foto´n) λ σ (cm2/foto´n)
170 1.24E-18 174 3.13E-18
172 1.51E-18 176 3.24E-18
174 1.68E-18 178 3.24E-18
176 1.86E-18 180 3.14E-18
178 1.90E-18 182 2.96E-18
180 1.79E-18 184 2.72E-18
182 1.60E-18 186 2.43E-18
184 1.34E-18 188 2.13E-18
186 1.07E-18 190 1.79E-18
188 8.28E-19 192 1.54E-18
190 6.32E-19 194 1.24E-18
192 4.55E-19 196 9.91E-19
194 3.15E-19 198 7.80E-19
196 2.11E-19 200 6.32E-19
198 1.39E-19 202 4.91E-19
200 8.71E-20 204 3.73E-19
202 5.42E-20 206 2.81E-19
204 3.37E-20 208 2.04E-19
206 2.06E-20 210 1.51E-19
208 1.26E-20 212 1.07E-19
210 7.62E-21 214 7.54E-20
212 4.58E-21 216 5.25E-20
214 2.74E-21 218 3.65E-20
216 1.63E-21 220 2.51E-20
218 1.03E-21 222 1.72E-20
220 6.24E-22 224 1.17E-20
222 3.81E-22 226 7.90E-21
224 2.33E-22 228 5.32E-21
226 1.40E-22 230 3.54E-21
228 9.00E-23 235 1.32E-21
230 5.70E-23 240 4.70E-22
232 3.40E-23 245 1.74E-22
234 2.10E-23 250 6.60E-23
236 1.30E-23 255 2.90E-23
238 8.00E-24 260 1.50E-23
240 5.00E-24
Ape´ndices 91
G. Ejemplo de archivos de entrada de datos
En este ape´ndice se adjunta un ejemplo de los ficheros de textos necesarios para ejecutar la
aplicacio´n. Para su elaboracio´n se recomienda utilizar una hoja de ca´lculo o similar.
G.1. Modelo de la Estratosfera
En primer lugar, se presentan los ficheros que contienen los datos necesarios para el modelo
estratosfe´rico. Es decir, las reacciones de la tabla 12 y los datos que se piden en las tablas 3, 4 y 5.




























0.000000 -1.000000 2.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.000000 1.000000 0.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_O2.txt 4 cros_O2.txt quan_O2.txt
1.000000 -1.000000 -1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.000000 1.000000 1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 6.075000e-017 0.000000e+000 -5.279390e+003 0.000000e+000
-1.000000 1.000000 1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.000000 0.000000 0.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_O3P.txt 4 cros_O3P.txt quan_O3P.txt
-1.000000 2.000000 -1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.000000 0.000000 1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 8e-12 0.000000e+000 1.712684e+004 0.000000e+000
0 0 -1 -1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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n 2.2e-10 0 0 0
-1 1 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 1.7e-12 0 7815.16 0
0 1 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 3e-11 0 -1662.8 0
0 1 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 4.8e-11 0 -2078.5 0
-1 1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 3e-12 0 12471 0
0 1 -1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 5.6e-12 0 -1496.52 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 1.67462e-24 0 -4.951764e+04 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_HNO3.txt 4 cros_HNO3.txt quan_HNO3.txt
0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_NO2.txt 4 cros_NO2.txt quan_NO2.txt
0 0 0 0 1 -1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 3.5e-12 0 -2078.5 0
-1.000000 1.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.000000 0.000000 0.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_O3D.txt 4 cros_O3D.txt quan_O3D.txt
0 0 0 -1 2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
n 2.2e-10 0 -914.54 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
n 2.3e-11 0 1662.8 0
0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
n 3e-11 0 -581.98 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
n 6.4e-12 0 -2411.06 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
n 9.6e-12 0 11307.04 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
n 2.6e-12 0 2909.9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
s reac_CF2.txt 4 cros_CF2.txt quan_CF2.txt
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 -1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
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s reac_CF.txt 4 cros_CF.txt quan_CF.txt



































































































10 1.02E+12 5.31E+18 1.73E+04 2.52E+13 1.59E+05 9.51E+05 3.70E+09 2.23E+09 1.67E+09
7.03E+09 2.10E-02 3.38E+09 3.84E+02 3.38E+09 4.31E+09 4.31E+09 1.59E+07
1.30E+13 5.07E+09 1.30E+12
12 1.22E+12 4.16E+18 3.05E+04 1.98E+13 9.87E+04 2.98E+05 3.55E+09 3.14E+09 2.07E+09
7.28E+09 3.29E-02 2.63E+09 3.54E+02 2.63E+09 3.31E+09 3.31E+09 3.81E+07
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1.02E+13 4.98E+09 1.02E+12
14 1.57E+12 3.28E+18 6.22E+04 1.52E+13 1.04E+05 2.20E+05 3.23E+09 3.16E+09 2.21E+09
8.27E+09 5.75E-02 2.00E+09 5.51E+02 2.00E+09 2.46E+09 2.46E+09 7.65E+06
7.74E+12 4.47E+09 7.74E+11
16 2.06E+12 2.60E+18 1.38E+05 1.16E+13 1.71E+05 4.55E+05 2.83E+09 1.89E+09 1.60E+09
9.49E+09 1.08E-01 1.49E+09 1.38E+03 1.49E+09 1.77E+09 1.77E+09 1.31E+08
5.81E+12 3.65E+09 5.81E+11
18 2.55E+12 2.08E+18 2.96E+05 8.81E+12 2.28E+05 7.43E+05 2.41E+09 1.31E+09 1.33E+09
9.08E+09 1.97E-01 1.09E+09 2.58E+03 1.09E+09 1.26E+09 1.26E+09 1.99E+08
4.30E+12 2.72E+09 4.30E+11
20 3.08E+12 1.65E+18 6.42E+05 6.77E+12 2.89E+05 1.14E+06 2.05E+09 1.03E+09 1.25E+09
8.47E+09 3.65E-02 7.85E+08 4.45E+03 7.85E+08 8.82E+08 8.82E+08 2.64E+08
3.16E+12 1.89E+09 3.16E+11
22 3.55E+12 1.30E+18 1.36E+06 5.16E+12 3.73E+05 1.74E+06 1.68E+09 8.72E+08 1.27E+09
7.59E+09 6.95E-01 5.51E+08 7.33E+03 5.51E+08 6.00E+08 6.00E+08 3.32E+08
2.26E+12 1.58E+09 2.26E+11
24 3.92E+12 9.98E+17 2.80E+06 3.96E+12 4.97E+05 2.64E+06 1.37E+09 7.96E+08 1.32E+09
6.57E+09 1.33E+00 3.76E+08 1.15E+04 3.76E+08 3.96E+08 3.96E+08 3.97E+08
1.62E+12 1.40E+09 1.62E+11
26 4.11E+12 7.58E+17 5.65E+06 3.05E+12 7.00E+05 4.00E+06 1.10E+09 7.76E+08 1.51E+09
5.41E+09 2.64E+00 2.48E+08 1.76E+04 2.48E+08 2.51E+08 2.51E+08 4.51E+08
1.13E+12 1.29E+09 1.13E+11
28 4.14E+12 5.71E+17 1.12E+07 2.35E+12 1.02E+06 6.07E+06 8.79E+08 7.79E+08 1.72E+09
4.08E+09 5.38E+00 1.53E+08 2.56E+04 1.53E+08 1.51E+08 1.51E+08 4.48E+08
7.72E+11 1.13E+09 7.72E+10
30 3.87E+12 4.31E+17 2.15E+07 1.81E+12 1.71E+06 9.05E+06 6.96E+08 8.96E+08 2.06E+09
2.64E+09 1.10E+01 8.72E+07 3.99E+04 8.72E+07 8.54E+07 8.54E+07 3.95E+08
5.71E+11 9.23E+08 5.71E+10
32 3.01E+12 3.21E+17 3.53E+07 1.41E+12 2.67E+06 1.10E+07 5.49E+08 1.02E+09 2.06E+09
1.81E+09 1.98E+01 4.63E+07 7.07E+04 4.63E+07 4.49E+07 4.49E+07 3.03E+08
3.84E+11 7.31E+08 3.84E+10
34 2.17E+12 2.39E+17 5.67E+07 1.09E+12 4.05E+06 1.19E+07 4.43E+08 1.15E+09 1.92E+09
1.09E+09 3.29E+01 2.23E+07 1.30E+05 2.23E+07 2.20E+07 2.20E+07 2.03E+08
2.53E+11 5.82E+08 2.53E+10
36 1.42E+12 1.78E+17 8.81E+07 8.45E+11 5.76E+06 1.14E+07 3.46E+08 1.23E+09 1.58E+09
6.15E+08 5.03E+01 9.80E+06 2.34E+05 9.80E+06 9.85E+06 9.85E+06 1.19E+08
1.65E+11 4.69E+08 1.65E+10
38 9.08E+11 1.32E+17 1.36E+08 6.49E+11 7.74E+06 9.96E+06 2.74E+08 1.24E+09 1.14E+09
3.03E+08 7.12E+01 3.84E+06 3.88E+04 3.84E+06 3.97E+06 3.97E+06 6.15E+07
1.03E+11 3.74E+08 1.03E+10
40 5.08E+11 9.74E+16 2.17E+08 4.99E+11 9.93E+06 8.50E+06 2.12E+08 1.19E+09 7.16E+08
1.30E+08 9.71E+01 1.38E+06 5.94E+05 1.38E+06 1.48E+06 1.48E+06 3.00E+07
6.38E+10 2.92E+08 6.38E+09
42 2.98E+11 7.20E+16 3.50E+08 3.80E+11 1.14E+07 7.34E+06 1.63E+08 1.06E+09 3.80E+08
4.67E+07 1.25E+02 4.92E+05 7.95E+05 4.92E+05 5.39E+05 5.39E+05 1.44E+07
3.86E+10 2.23E+08 3.86E+09
44 1.84E+11 5.31E+16 5.64E+08 2.87E+11 1.21E+07 6.58E+06 1.23E+08 8.88E+08 1.74E+08
1.35E+07 1.55E+02 1.70E+05 9.48E+05 1.70E+05 2.02E+05 2.02E+05 6.90E+06
2.33E+10 1.68E+08 2.33E+09
46 1.18E+11 3.93E+16 8.91E+08 2.16E+11 1.19E+07 6.03E+06 9.32E+07 6.97E+08 7.01E+07
3.43E+06 1.82E+02 6.03E+04 1.03E+06 6.03E+04 8.34E+04 8.34E+04 3.31E+06
1.43E+10 1.26E+08 1.43E+09
48 7.76E+10 2.88E+16 1.32E+09 1.63E+11 1.12E+07 5.44E+06 7.25E+07 5.29E+08 2.63E+07
8.15E+05 2.04E+02 2.32E+04 1.04E+06 2.32E+04 3.99E+04 3.99E+04 1.59E+06
96 Ape´ndices
9.24E+09 9.42E+07 9.24E+08
50 5.15E+10 2.12E+16 1.82E+09 1.23E+11 1.01E+07 4.77E+06 5.68E+07 3.90E+08 9.65E+06
1.92E+05 2.15E+02 9.62E+03 9.92E+05 9.62E+03 2.19E+04 2.19E+04 7.58E+05
6.29E+09 7.13E+07 6.29E+08














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Se muestra a continuacio´n un pequen˜o ejemplo de archivo para la introduccio´n de cualquier
modelo general del estilo de los usandos en el estudio de la estratosfera. Las emisiones y deposi-
ciones se pueden introducir como reacciones de orden 0.
Ape´ndices 121
Puede comprovarse como el orden de presentacio´n de los resultados es el siguiente. Primero
se muestra, especie por especie, la evolucio´n temporal en cada nivel. A continuacio´n se muestra
el espectro de la radiacio´n solar para cada nivel en el instante final. Por u´ltimo se muestra,








1.1 1.3 0 0
-1.000000 1.000000 -2.000000
1.000000 1.000000 2.000000
0.8 1.2 0 0
122 Ape´ndices
Ape´ndices 123
H. Archivos obtenidos como output
En este u´ltimo ape´ndice presentamos los outputs obtenidos por el modelo estratosfe´rico y
tambie´n para la reduccio´n a la variedad central y posterior ca´lculo de la forma normal.
H.1. Output del modelo estratosfe´rico
Por cuestiones de espacio, se presenta una versio´n reducida de los ficheros realmente obtenidos.
U´nicamente se muestran 5 niveles (10, 20, 30, 40 y 50 km.) de los 21 considerados.
Tiempo integrado 0.1
Paso final de integracion 0.000427
Metodo numerico Runge-Kutta orden 7-8
Concentracion del compuesto O3:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.0200000E+12 3.0800000E+12 3.8700000E+12 5.0800000E+11 5.1500000E+10
9.8076071E-03 1.0199997E+12 3.0799989E+12 3.8700051E+12 5.0807173E+11 5.1723157E+10
1.9649145E-02 1.0199994E+12 3.0799975E+12 3.8699985E+12 5.0807539E+11 5.1869787E+10
2.9228474E-02 1.0199991E+12 3.0799961E+12 3.8699919E+12 5.0806908E+11 5.1963408E+10
3.8808602E-02 1.0199987E+12 3.0799946E+12 3.8699854E+12 5.0806129E+11 5.2024918E+10
4.8401627E-02 1.0199984E+12 3.0799932E+12 3.8699788E+12 5.0805325E+11 5.2065073E+10
5.8000838E-02 1.0199981E+12 3.0799917E+12 3.8699722E+12 5.0804517E+11 5.2090952E+10
6.7578369E-02 1.0199978E+12 3.0799903E+12 3.8699656E+12 5.0803710E+11 5.2107272E+10
7.7205991E-02 1.0199975E+12 3.0799888E+12 3.8699590E+12 5.0802898E+11 5.2117306E+10
8.6752277E-02 1.0199972E+12 3.0799873E+12 3.8699524E+12 5.0802094E+11 5.2123052E+10
9.6323689E-02 1.0199968E+12 3.0799859E+12 3.8699457E+12 5.0801286E+11 5.2126010E+10
1.0000000E-01 1.0199967E+12 3.0799853E+12 3.8699432E+12 5.0800976E+11 5.2126608E+10
Concentracion del compuesto O2:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1200000E+16
9.8076071E-03 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1200000E+16
1.9649145E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1200000E+16
2.9228474E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1200000E+16
3.8808602E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
4.8401627E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
5.8000838E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
6.7578369E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
7.7205991E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
8.6752277E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
9.6323689E-02 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
1.0000000E-01 5.3100000E+18 1.6500000E+18 4.3100000E+17 9.7400000E+16 2.1199999E+16
Concentracion del compuesto O:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.7300000E+04 6.4200000E+05 2.1500000E+07 2.1700000E+08 1.8200000E+09
9.8076071E-03 2.0714980E+03 8.5224090E+03 6.0865927E+04 3.2686674E+07 1.1999523E+09
1.9649145E-02 2.0714304E+03 8.5224322E+03 5.7142713E+04 5.1398152E+06 7.9063174E+08
2.9228474E-02 2.0713647E+03 8.5224556E+03 5.7141725E+04 1.0910165E+06 5.2706364E+08
3.8808602E-02 2.0712998E+03 8.5224791E+03 5.7141486E+04 4.5909913E+05 3.5151961E+08
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4.8401627E-02 2.0712335E+03 8.5225025E+03 5.7141311E+04 3.6043761E+05 2.3442963E+08
5.8000838E-02 2.0711682E+03 8.5225255E+03 5.7141170E+04 3.4507361E+05 1.5639073E+08
6.7578369E-02 2.0711022E+03 8.5225479E+03 5.7141048E+04 3.4268659E+05 1.0450347E+08
7.7205991E-02 2.0710370E+03 8.5225699E+03 5.7140935E+04 3.4231482E+05 6.9757387E+07
8.6752277E-02 2.0709717E+03 8.5225911E+03 5.7140827E+04 3.4226015E+05 4.6793257E+07
9.6323689E-02 2.0709066E+03 8.5226119E+03 5.7140721E+04 3.4225486E+05 3.1424727E+07
1.0000000E-01 2.0708821E+03 8.5226197E+03 5.7140680E+04 3.4225561E+05 2.6989745E+07
Concentracion del compuesto H2O:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.5200000E+13 6.7700000E+12 1.8100000E+12 4.9900000E+11 1.2300000E+11
9.8076071E-03 2.5200000E+13 6.7699983E+12 1.8099846E+12 4.9889093E+11 1.2260514E+11
1.9649145E-02 2.5199999E+13 6.7699968E+12 1.8099778E+12 4.9886727E+11 1.2234375E+11
2.9228474E-02 2.5199999E+13 6.7699954E+12 1.8099713E+12 4.9885655E+11 1.2217460E+11
3.8808602E-02 2.5199998E+13 6.7699939E+12 1.8099647E+12 4.9884765E+11 1.2206105E+11
4.8401627E-02 2.5199998E+13 6.7699925E+12 1.8099581E+12 4.9883903E+11 1.2198438E+11
5.8000838E-02 2.5199998E+13 6.7699910E+12 1.8099515E+12 4.9883044E+11 1.2193235E+11
6.7578369E-02 2.5199997E+13 6.7699896E+12 1.8099449E+12 4.9882188E+11 1.2189682E+11
7.7205991E-02 2.5199997E+13 6.7699881E+12 1.8099383E+12 4.9881328E+11 1.2187207E+11
8.6752277E-02 2.5199996E+13 6.7699867E+12 1.8099317E+12 4.9880475E+11 1.2185477E+11
9.6323689E-02 2.5199996E+13 6.7699852E+12 1.8099252E+12 4.9879620E+11 1.2184225E+11
1.0000000E-01 2.5199996E+13 6.7699847E+12 1.8099226E+12 4.9879292E+11 1.2183836E+11
Concentracion del compuesto OH:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.5900000E+05 2.8900000E+05 1.7100000E+06 9.9300000E+06 1.0100000E+07
9.8076071E-03 9.6938643E+05 3.6614585E+06 3.2497823E+07 2.2804993E+08 7.9982685E+08
1.9649145E-02 1.7734985E+06 6.6398800E+06 4.5987271E+07 2.7533133E+08 1.3225896E+09
2.9228474E-02 2.5559471E+06 9.5371370E+06 5.9104897E+07 2.9673810E+08 1.6608702E+09
3.8808602E-02 3.3382282E+06 1.2432871E+07 7.2211859E+07 3.1448346E+08 1.8879472E+09
4.8401627E-02 4.1213309E+06 1.5330744E+07 8.5324802E+07 3.3168268E+08 2.0412436E+09
5.8000838E-02 4.9047077E+06 1.8228732E+07 9.8434586E+07 3.4880167E+08 2.1452765E+09
6.7578369E-02 5.6860855E+06 2.1118429E+07 1.1150322E+08 3.6586490E+08 2.2163176E+09
7.7205991E-02 6.4713193E+06 2.4021485E+07 1.2462862E+08 3.8301186E+08 2.2657788E+09
8.6752277E-02 7.2496913E+06 2.6898282E+07 1.3763169E+08 4.0001044E+08 2.3003425E+09
9.6323689E-02 8.0298841E+06 2.9780918E+07 1.5065754E+08 4.1705065E+08 2.3253497E+09
1.0000000E-01 8.3294900E+06 3.0887657E+07 1.5565764E+08 4.2359487E+08 2.3331052E+09
Concentracion del compuesto HO2:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 9.5100000E+05 1.1400000E+06 9.0500000E+06 8.5000000E+06 4.7700000E+06
9.8076071E-03 9.5092135E+05 1.1410103E+06 9.0692518E+06 8.5215725E+06 4.7720619E+06
1.9649145E-02 9.5104636E+05 1.1436080E+06 9.1016347E+06 8.5603376E+06 4.7859618E+06
2.9228474E-02 9.5136411E+05 1.1476541E+06 9.1441253E+06 8.6027363E+06 4.8070513E+06
3.8808602E-02 9.5187522E+05 1.1531967E+06 9.1974298E+06 8.6480072E+06 4.8331005E+06
4.8401627E-02 9.5258066E+05 1.1602449E+06 9.2616250E+06 8.6959493E+06 4.8624939E+06
5.8000838E-02 9.5348041E+05 1.1687970E+06 9.3366837E+06 8.7464924E+06 4.8941091E+06
6.7578369E-02 9.5457127E+05 1.1788233E+06 9.4223472E+06 8.7994731E+06 4.9271095E+06
7.7205991E-02 9.5586218E+05 1.1904044E+06 9.5192896E+06 8.8552941E+06 4.9612517E+06
8.6752277E-02 9.5733446E+05 1.2033738E+06 9.6261191E+06 8.9131764E+06 4.9957374E+06
9.6323689E-02 9.5900274E+05 1.2178616E+06 9.7439159E+06 8.9737383E+06 5.0307273E+06
1.0000000E-01 9.5969463E+05 1.2238211E+06 9.7920015E+06 8.9976714E+06 5.0442443E+06
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Concentracion del compuesto N2O:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
9.8076071E-03 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
1.9649145E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
2.9228474E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
3.8808602E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
4.8401627E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
5.8000838E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
6.7578369E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
7.7205991E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
8.6752277E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
9.6323689E-02 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
1.0000000E-01 2.4000000E+12 5.6000000E+11 6.5400000E+10 1.8500000E+09 6.3800000E+07
Concentracion del compuesto NO:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.2300000E+09 1.0300000E+09 8.9600000E+08 1.1900000E+09 3.9000000E+08
9.8076071E-03 2.2300740E+09 1.0299900E+09 8.9601723E+08 1.1900382E+09 3.9000068E+08
1.9649145E-02 2.2301482E+09 1.0299799E+09 8.9603388E+08 1.1900696E+09 3.9000081E+08
2.9228474E-02 2.2302204E+09 1.0299701E+09 8.9605008E+08 1.1900992E+09 3.9000058E+08
3.8808602E-02 2.2302926E+09 1.0299604E+09 8.9606628E+08 1.1901286E+09 3.9000013E+08
4.8401627E-02 2.2303649E+09 1.0299506E+09 8.9608250E+08 1.1901580E+09 3.8999952E+08
5.8000838E-02 2.2304373E+09 1.0299408E+09 8.9609872E+08 1.1901874E+09 3.8999880E+08
6.7578369E-02 2.2305095E+09 1.0299311E+09 8.9611489E+08 1.1902167E+09 3.8999802E+08
7.7205991E-02 2.2305820E+09 1.0299213E+09 8.9613113E+08 1.1902462E+09 3.8999719E+08
8.6752277E-02 2.2306539E+09 1.0299115E+09 8.9614722E+08 1.1902754E+09 3.8999633E+08
9.6323689E-02 2.2307261E+09 1.0299018E+09 8.9616334E+08 1.1903047E+09 3.8999545E+08
1.0000000E-01 2.2307537E+09 1.0298981E+09 8.9616953E+08 1.1903159E+09 3.8999511E+08
Concentracion del compuesto NO2:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.6700000E+09 1.2500000E+09 2.0600000E+09 7.1600000E+08 9.6500000E+06
9.8076071E-03 1.6699262E+09 1.2500103E+09 2.0599828E+09 7.1596178E+08 9.6493191E+06
1.9649145E-02 1.6698521E+09 1.2500203E+09 2.0599658E+09 7.1593027E+08 9.6491872E+06
2.9228474E-02 1.6697800E+09 1.2500298E+09 2.0599489E+09 7.1590059E+08 9.6494093E+06
3.8808602E-02 1.6697079E+09 1.2500392E+09 2.0599317E+09 7.1587105E+08 9.6498613E+06
4.8401627E-02 1.6696357E+09 1.2500482E+09 2.0599141E+09 7.1584150E+08 9.6504678E+06
5.8000838E-02 1.6695634E+09 1.2500571E+09 2.0598962E+09 7.1581194E+08 9.6511778E+06
6.7578369E-02 1.6694913E+09 1.2500657E+09 2.0598780E+09 7.1578244E+08 9.6519552E+06
7.7205991E-02 1.6694189E+09 1.2500742E+09 2.0598594E+09 7.1575278E+08 9.6527833E+06
8.6752277E-02 1.6693470E+09 1.2500823E+09 2.0598406E+09 7.1572338E+08 9.6536359E+06
9.6323689E-02 1.6692750E+09 1.2500903E+09 2.0598214E+09 7.1569391E+08 9.6545120E+06
1.0000000E-01 1.6692473E+09 1.2500933E+09 2.0598140E+09 7.1568258E+08 9.6548527E+06
Concentracion del compuesto HNO3:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 7.0300000E+09 8.4700000E+09 2.6400000E+09 1.3000000E+08 1.9200000E+05
9.8076071E-03 7.0299999E+09 8.4699998E+09 2.6400000E+09 1.3000001E+08 1.9200072E+05
1.9649145E-02 7.0299997E+09 8.4699998E+09 2.6400003E+09 1.3000011E+08 1.9200282E+05
2.9228474E-02 7.0299996E+09 8.4700000E+09 2.6400010E+09 1.3000023E+08 1.9200574E+05
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3.8808602E-02 7.0299995E+09 8.4700005E+09 2.6400020E+09 1.3000036E+08 1.9200924E+05
4.8401627E-02 7.0299994E+09 8.4700012E+09 2.6400034E+09 1.3000050E+08 1.9201314E+05
5.8000838E-02 7.0299993E+09 8.4700021E+09 2.6400051E+09 1.3000066E+08 1.9201731E+05
6.7578369E-02 7.0299992E+09 8.4700032E+09 2.6400071E+09 1.3000083E+08 1.9202165E+05
7.7205991E-02 7.0299991E+09 8.4700045E+09 2.6400095E+09 1.3000102E+08 1.9202613E+05
8.6752277E-02 7.0299990E+09 8.4700061E+09 2.6400122E+09 1.3000121E+08 1.9203066E+05
9.6323689E-02 7.0299990E+09 8.4700079E+09 2.6400152E+09 1.3000142E+08 1.9203527E+05
1.0000000E-01 7.0299990E+09 8.4700086E+09 2.6400165E+09 1.3000150E+08 1.9203705E+05
Concentracion del compuesto O1D:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.1000000E-02 3.6500000E-02 1.1000000E+01 9.7100000E+01 2.1500000E+02
9.8076071E-03 3.2399347E+03 5.4564024E+04 1.0047578E+06 4.0357890E+06 2.2503066E+06
1.9649145E-02 3.2398878E+03 5.4563036E+04 1.0062614E+06 4.7681030E+06 3.7619366E+06
2.9228474E-02 3.2398688E+03 5.4562632E+04 1.0062450E+06 4.8978762E+06 4.7528010E+06
3.8808602E-02 3.2398624E+03 5.4562490E+04 1.0062384E+06 4.9217758E+06 5.4245884E+06
4.8401627E-02 3.2398628E+03 5.4562489E+04 1.0062382E+06 4.9259638E+06 5.8807625E+06
5.8000838E-02 3.2398671E+03 5.4562569E+04 1.0062416E+06 4.9266005E+06 6.1902779E+06
6.7578369E-02 3.2398736E+03 5.4562696E+04 1.0062471E+06 4.9266730E+06 6.3997548E+06
7.7205991E-02 3.2398816E+03 5.4562852E+04 1.0062539E+06 4.9267033E+06 6.5425145E+06
8.6752277E-02 3.2398904E+03 5.4563024E+04 1.0062615E+06 4.9267641E+06 6.6385081E+06
9.6323689E-02 3.2398998E+03 5.4563208E+04 1.0062696E+06 4.9268550E+06 6.7038385E+06
1.0000000E-01 3.2399035E+03 5.4563281E+04 1.0062728E+06 4.9268959E+06 6.7229150E+06
Concentracion del compuesto CF2Cl2:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
9.8076071E-03 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
1.9649145E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
2.9228474E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
3.8808602E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
4.8401627E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
5.8000838E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
6.7578369E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
7.7205991E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
8.6752277E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
9.6323689E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
1.0000000E-01 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
Concentracion del compuesto Cl:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.8400000E+02 4.4500000E+03 3.9900000E+04 5.9400000E+05 9.9200000E+05
9.8076071E-03 8.1376267E+03 6.4944168E+04 9.9685817E+04 5.7392451E+05 9.8742621E+05
1.9649145E-02 1.5215732E+04 1.1159558E+05 1.4176960E+05 5.5399306E+05 9.8299428E+05
2.9228474E-02 2.1491892E+04 1.4659951E+05 1.7082351E+05 5.3544186E+05 9.7878824E+05
3.8808602E-02 2.7218833E+04 1.7368881E+05 1.9154876E+05 5.1778369E+05 9.7466006E+05
4.8401627E-02 3.2452628E+04 1.9468063E+05 2.0636322E+05 5.0097024E+05 9.7058626E+05
5.8000838E-02 3.7233702E+04 2.1093669E+05 2.1695666E+05 4.8497668E+05 9.6655765E+05
6.7578369E-02 4.1590590E+04 2.2349608E+05 2.2452656E+05 4.6980830E+05 9.6257770E+05
7.7205991E-02 4.5591955E+04 2.3327379E+05 2.2998916E+05 4.5531707E+05 9.5861132E+05
8.6752277E-02 4.9219018E+04 2.4078969E+05 2.3389376E+05 4.4166148E+05 9.5470891E+05
9.6323689E-02 5.2546137E+04 2.4664104E+05 2.3673344E+05 4.2864896E+05 9.5082425E+05
1.0000000E-01 5.3747702E+04 2.4852388E+05 2.3760667E+05 4.2382479E+05 9.4933927E+05
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Concentracion del compuesto CF2:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
9.8076071E-03 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
1.9649145E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
2.9228474E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
3.8808602E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
4.8401627E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
5.8000838E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
6.7578369E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
7.7205991E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
8.6752277E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
9.6323689E-02 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
1.0000000E-01 3.3800000E+09 7.8500000E+08 8.7200000E+07 1.3800000E+06 9.6200000E+03
Concentracion del compuesto CFCl3:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
9.8076071E-03 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
1.9649145E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
2.9228474E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
3.8808602E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
4.8401627E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
5.8000838E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
6.7578369E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
7.7205991E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
8.6752277E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
9.6323689E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
1.0000000E-01 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
Concentracion del compuesto CFCl:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
9.8076071E-03 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
1.9649145E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
2.9228474E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
3.8808602E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
4.8401627E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
5.8000838E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
6.7578369E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
7.7205991E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
8.6752277E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
9.6323689E-02 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
1.0000000E-01 4.3100000E+09 8.8200000E+08 8.5400000E+07 1.4800000E+06 2.1900000E+04
Concentracion del compuesto ClO:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.5900000E+07 2.6400000E+08 3.9500000E+08 3.0000000E+07 7.5800000E+05
9.8076071E-03 1.5892272E+07 2.6393952E+08 3.9494033E+08 3.0020321E+07 7.6277060E+05
1.9649145E-02 1.5885220E+07 2.6389289E+08 3.9489843E+08 3.0040685E+07 7.6769982E+05
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2.9228474E-02 1.5878972E+07 2.6385792E+08 3.9486961E+08 3.0059708E+07 7.7258106E+05
3.8808602E-02 1.5873278E+07 2.6383087E+08 3.9484918E+08 3.0077871E+07 7.7751032E+05
4.8401627E-02 1.5868083E+07 2.6380994E+08 3.9483471E+08 3.0095220E+07 7.8247106E+05
5.8000838E-02 1.5863347E+07 2.6379376E+08 3.9482453E+08 3.0111778E+07 7.8744462E+05
6.7578369E-02 1.5859044E+07 2.6378129E+08 3.9481743E+08 3.0127539E+07 7.9240635E+05
7.7205991E-02 1.5855105E+07 2.6377163E+08 3.9481250E+08 3.0142655E+07 7.9738665E+05
8.6752277E-02 1.5851551E+07 2.6376425E+08 3.9480918E+08 3.0156959E+07 8.0231309E+05
9.6323689E-02 1.5848308E+07 2.6375856E+08 3.9480699E+08 3.0170651E+07 8.0723776E+05
1.0000000E-01 1.5847142E+07 2.6375674E+08 3.9480638E+08 3.0175743E+07 8.0912493E+05
Concentracion del compuesto CH4:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
9.8076071E-03 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
1.9649145E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
2.9228474E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
3.8808602E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
4.8401627E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
5.8000838E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
6.7578369E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
7.7205991E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
8.6752277E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
9.6323689E-02 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
1.0000000E-01 1.3000000E+13 3.1600000E+12 5.7100000E+11 6.3800000E+10 6.2900000E+09
Concentracion del compuesto HCl:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
9.8076071E-03 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
1.9649145E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
2.9228474E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
3.8808602E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
4.8401627E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
5.8000838E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
6.7578369E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
7.7205991E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
8.6752277E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
9.6323689E-02 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
1.0000000E-01 5.0700000E+09 1.8900000E+09 9.2300000E+08 2.9200000E+08 7.1300000E+07
Concentracion del compuesto CH3:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
9.8076071E-03 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
1.9649145E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
2.9228474E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
3.8808602E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
4.8401627E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
5.8000838E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
6.7578369E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
7.7205991E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
8.6752277E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
9.6323689E-02 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
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1.0000000E-01 1.3000000E+12 3.1600000E+11 5.7100000E+10 6.3800000E+09 6.2900000E+08
Flujo Solar en el instante final:
lambda 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
1.1000000E+02 1.0000000E+09 1.0000000E+09 1.0000000E+09 1.0000000E+09 1.0000000E+09
1.1594937E+02 4.7278481E+09 4.7278481E+09 4.7278481E+09 4.7278481E+09 4.7278481E+09
1.2189873E+02 6.8784810E+10 6.8784810E+10 6.8784810E+10 6.8784810E+10 6.8784810E+10
1.2784810E+02 9.9392405E+09 9.9392405E+09 9.9392405E+09 9.9392405E+09 9.9392405E+09
1.3379747E+02 2.7848101E+09 2.7848101E+09 2.7848101E+09 2.7848101E+09 2.7848101E+09
1.3974684E+02 2.9696203E+09 2.9696203E+09 2.9696203E+09 2.9696203E+09 2.9696203E+09
1.4569620E+02 4.7088608E+09 4.7088608E+09 4.7088608E+09 4.7088608E+09 4.7088608E+09
1.5164557E+02 7.4810127E+09 7.4810127E+09 7.4810127E+09 7.4810127E+09 7.4810127E+09
1.5759494E+02 1.2835443E+10 1.2835443E+10 1.2835443E+10 1.2835443E+10 1.2835443E+10
1.6354430E+02 3.0949367E+10 3.0949367E+10 3.0949367E+10 3.0949367E+10 3.0949367E+10
1.6949367E+02 5.7650396E+10 5.7710280E+10 5.7720887E+10 5.7721513E+10 5.7721519E+10
1.7544304E+02 3.9223813E+07 3.4473225E+08 1.9702023E+10 1.0308886E+11 1.1987342E+11
1.8139241E+02 1.3181823E+08 9.5253111E+08 3.7798187E+10 1.7035658E+11 1.9541692E+11
1.8734177E+02 1.1474040E+09 5.1980309E+09 8.6612575E+10 2.7374270E+11 3.0401648E+11
1.9329114E+02 6.2019384E+09 2.0998176E+10 1.7174372E+11 3.9692868E+11 4.2801916E+11
1.9924051E+02 2.5747450E+10 6.4486821E+10 3.2790387E+11 6.3077178E+11 6.6920972E+11
2.0518987E+02 2.6355502E-07 1.9144903E+06 6.4185855E+10 1.0810644E+12 1.8158228E+12
2.1113924E+02 5.1813780E-06 1.2839768E+06 7.1386519E+10 1.8434409E+12 3.0949367E+12
2.1708861E+02 1.8149384E-06 4.3851907E+04 2.7870542E+10 2.4259441E+12 4.3740506E+12
2.2303797E+02 5.1018902E-09 3.1185882E+01 2.8049944E+09 2.3562687E+12 5.0000000E+12
2.2898734E+02 1.1204557E-13 5.8486185E-04 8.3566561E+07 1.8302350E+12 5.0000000E+12
2.3493671E+02 1.0747252E-20 3.8980769E-10 9.1743583E+05 1.2969085E+12 5.0000000E+12
2.4088608E+02 1.2149453E-28 1.0881435E-16 8.4443006E+03 9.7011826E+11 5.4430380E+12
2.4683544E+02 8.3639960E-35 8.9496543E-22 2.8562533E+02 1.1118006E+12 8.4177215E+12
2.5278481E+02 6.4547242E-37 1.2764060E-23 9.1161126E+01 1.3476424E+12 1.1392405E+13
2.5873418E+02 7.7977093E-34 2.4163047E-21 5.3994534E+02 1.9339709E+12 1.4367089E+13
2.6468354E+02 1.6688994E-26 5.5351812E-16 2.5643415E+04 2.8570190E+12 1.5468354E+13
2.7063291E+02 1.3830643E-16 9.7298719E-09 4.5351762E+06 4.5572529E+12 1.6063291E+13
2.7658228E+02 1.2091758E-06 1.7778068E-01 8.1092682E+08 7.2668336E+12 1.6658228E+13
2.8253165E+02 2.3300328E+02 2.1843251E+05 7.8442833E+10 1.4712920E+13 2.3708861E+13
2.8848101E+02 8.3516970E+07 2.8436559E+09 2.0779860E+12 3.0867169E+13 3.9474684E+13
2.9443038E+02 1.4122714E+11 7.0771636E+11 1.4390910E+13 4.9369160E+13 5.5240506E+13
3.0037975E+02 4.5759007E+12 9.5993818E+12 3.8331296E+13 6.7557577E+13 7.1139241E+13
3.0632911E+02 2.7538118E+13 3.7801410E+13 6.8311137E+13 8.7043226E+13 8.8987342E+13
3.1227848E+02 9.7769263E+13 1.0014978E+14 1.0470588E+14 1.0665599E+14 1.0683544E+14
3.1822785E+02 1.2154538E+14 1.2240099E+14 1.2394705E+14 1.2462198E+14 1.2468354E+14
3.2417722E+02 1.4093527E+14 1.4138594E+14 1.4214076E+14 1.4249912E+14 1.4253165E+14
3.3012658E+02 1.5938752E+14 1.5968201E+14 1.6011807E+14 1.6035808E+14 1.6037975E+14
3.3607595E+02 1.7751709E+14 1.7774266E+14 1.7802059E+14 1.7821079E+14 1.7822785E+14
3.4202532E+02 1.9037988E+14 1.9059025E+14 1.9081507E+14 1.9099646E+14 1.9101266E+14
3.4797468E+02 1.9337321E+14 1.9358242E+14 1.9378863E+14 1.9397108E+14 1.9398734E+14
3.5392405E+02 1.9631518E+14 1.9653780E+14 1.9674959E+14 1.9694465E+14 1.9696203E+14
3.5987342E+02 1.9926389E+14 1.9949675E+14 1.9971394E+14 1.9991849E+14 1.9993671E+14
3.6582278E+02 2.1669718E+14 2.1696406E+14 2.1721300E+14 2.1744747E+14 2.1746835E+14
3.7177215E+02 2.3444861E+14 2.3474893E+14 2.3502908E+14 2.3529296E+14 2.3531646E+14
3.7772152E+02 2.5220550E+14 2.5253738E+14 2.5284697E+14 2.5313859E+14 2.5316456E+14
3.8367089E+02 2.8459211E+14 2.8497416E+14 2.8533057E+14 2.8566630E+14 2.8569620E+14
3.8962025E+02 3.2606932E+14 3.2650963E+14 3.2692039E+14 3.2730731E+14 3.2734177E+14
3.9556962E+02 3.6758243E+14 3.6806859E+14 3.6852211E+14 3.6894930E+14 3.6898734E+14
4.0151899E+02 3.9904394E+14 3.9937493E+14 3.9968355E+14 3.9997413E+14 4.0000000E+14
4.0746835E+02 3.9966007E+14 3.9977781E+14 3.9988754E+14 3.9999081E+14 4.0000000E+14
4.1341772E+02 3.9987844E+14 3.9992055E+14 3.9995979E+14 3.9999671E+14 4.0000000E+14
4.1936709E+02 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14
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4.2531646E+02 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14
4.3126582E+02 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14
4.3721519E+02 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14 4.0000000E+14
4.4316456E+02 4.1582278E+14 4.1582278E+14 4.1582278E+14 4.1582278E+14 4.1582278E+14
4.4911392E+02 4.4556962E+14 4.4556962E+14 4.4556962E+14 4.4556962E+14 4.4556962E+14
4.5506329E+02 4.7531646E+14 4.7531646E+14 4.7531646E+14 4.7531646E+14 4.7531646E+14
4.6101266E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.6696203E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.7291139E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.7886076E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.8481013E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.9075949E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
4.9670886E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.0265823E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.0860759E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.1455696E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.2050633E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.2645570E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.3240506E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.3835443E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.4430380E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.5025316E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.5620253E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.6215190E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.6810127E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.7405063E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
5.8000000E+02 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14 5.0000000E+14
Constante cinetica de la reaccion 1:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.0004065E-28 1.1979255E-16 6.0359672E-12 2.8653700E-10 6.0627689E-10
9.8076071E-03 2.9997466E-28 1.1977377E-16 6.0347896E-12 2.8640436E-10 6.0627689E-10
1.9649145E-02 2.9995150E-28 1.1976712E-16 6.0343482E-12 2.8634007E-10 6.0627689E-10
2.9228474E-02 2.9994239E-28 1.1976446E-16 6.0341583E-12 2.8630803E-10 6.0627689E-10
3.8808602E-02 2.9993964E-28 1.1976361E-16 6.0340819E-12 2.8629128E-10 6.0627689E-10
4.8401627E-02 2.9994033E-28 1.1976373E-16 6.0340667E-12 2.8628288E-10 6.0627689E-10
5.8000838E-02 2.9994298E-28 1.1976440E-16 6.0340866E-12 2.8627926E-10 6.0627689E-10
6.7578369E-02 2.9994679E-28 1.1976540E-16 6.0341269E-12 2.8627848E-10 6.0627689E-10
7.7205991E-02 2.9995133E-28 1.1976661E-16 6.0341801E-12 2.8627942E-10 6.0627689E-10
8.6752277E-02 2.9995626E-28 1.1976793E-16 6.0342405E-12 2.8628139E-10 6.0627689E-10
9.6323689E-02 2.9996148E-28 1.1976933E-16 6.0343059E-12 2.8628403E-10 6.0627689E-10
1.0000000E-01 2.9996353E-28 1.1976989E-16 6.0343319E-12 2.8628516E-10 6.0627689E-10
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 2:
Ape´ndices 131
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
9.8076071E-03 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
1.9649145E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
2.9228474E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
3.8808602E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
4.8401627E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
5.8000838E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
6.7578369E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
7.7205991E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
8.6752277E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
9.6323689E-02 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
1.0000000E-01 1.0383521E-15 1.3331349E-15 1.1243559E-15 8.6389338E-16 7.3001354E-16
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 3:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 6.0381930E-06 6.1240179E-06 6.2857905E-06 6.3556215E-06 6.3620215E-06
9.8076071E-03 6.0381852E-06 6.1240099E-06 6.2857822E-06 6.3556145E-06 6.3620215E-06
1.9649145E-02 6.0381825E-06 6.1240071E-06 6.2857791E-06 6.3556111E-06 6.3620215E-06
2.9228474E-02 6.0381816E-06 6.1240060E-06 6.2857779E-06 6.3556094E-06 6.3620215E-06
3.8808602E-02 6.0381814E-06 6.1240057E-06 6.2857774E-06 6.3556086E-06 6.3620215E-06
4.8401627E-02 6.0381816E-06 6.1240058E-06 6.2857774E-06 6.3556081E-06 6.3620215E-06
5.8000838E-02 6.0381821E-06 6.1240062E-06 6.2857776E-06 6.3556079E-06 6.3620215E-06
6.7578369E-02 6.0381827E-06 6.1240067E-06 6.2857780E-06 6.3556079E-06 6.3620215E-06
7.7205991E-02 6.0381834E-06 6.1240073E-06 6.2857785E-06 6.3556079E-06 6.3620215E-06
8.6752277E-02 6.0381842E-06 6.1240080E-06 6.2857790E-06 6.3556081E-06 6.3620215E-06
9.6323689E-02 6.0381850E-06 6.1240087E-06 6.2857796E-06 6.3556082E-06 6.3620215E-06
1.0000000E-01 6.0381853E-06 6.1240090E-06 6.2857798E-06 6.3556083E-06 6.3620215E-06
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
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Constante cinetica de la reaccion 4:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
9.8076071E-03 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
1.9649145E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
2.9228474E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
3.8808602E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
4.8401627E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
5.8000838E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
6.7578369E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
7.7205991E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
8.6752277E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
9.6323689E-02 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
1.0000000E-01 8.0126391E-16 3.5620159E-16 6.1895980E-16 1.4552194E-15 2.5128502E-15
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 5:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
9.8076071E-03 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
1.9649145E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
2.9228474E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
3.8808602E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
4.8401627E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
5.8000838E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
6.7578369E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
7.7205991E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
8.6752277E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
9.6323689E-02 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
1.0000000E-01 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10 2.2000000E-10
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Ape´ndices 133
Constante cinetica de la reaccion 6:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
9.8076071E-03 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
1.9649145E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
2.9228474E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
3.8808602E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
4.8401627E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
5.8000838E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
6.7578369E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
7.7205991E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
8.6752277E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
9.6323689E-02 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
1.0000000E-01 2.5440114E-14 1.7573623E-14 2.2613127E-14 3.3402062E-14 4.2857573E-14
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 7:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
9.8076071E-03 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
1.9649145E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
2.9228474E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
3.8808602E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
4.8401627E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
5.8000838E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
6.7578369E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
7.7205991E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
8.6752277E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
9.6323689E-02 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
1.0000000E-01 7.3350691E-11 7.9357267E-11 7.5212319E-11 6.9221934E-11 6.5646398E-11
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
134 Ape´ndices
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 8:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
9.8076071E-03 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
1.9649145E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
2.9228474E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
3.8808602E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
4.8401627E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
5.8000838E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
6.7578369E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
7.7205991E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
8.6752277E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
9.6323689E-02 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
1.0000000E-01 1.4675568E-10 1.6192841E-10 1.5142615E-10 1.3650367E-10 1.2774776E-10
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 9:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
9.8076071E-03 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
1.9649145E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
2.9228474E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
3.8808602E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
4.8401627E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
5.8000838E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
6.7578369E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
7.7205991E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
8.6752277E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
9.6323689E-02 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
1.0000000E-01 3.6728155E-15 2.0353091E-15 3.0434301E-15 5.6715620E-15 8.4420688E-15
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Ape´ndices 135
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 10:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
9.8076071E-03 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
1.9649145E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
2.9228474E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
3.8808602E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
4.8401627E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
5.8000838E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
6.7578369E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
7.7205991E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
8.6752277E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
9.6323689E-02 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
1.0000000E-01 1.2521106E-11 1.3440237E-11 1.2806751E-11 1.1884975E-11 1.1331012E-11
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 11:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
9.8076071E-03 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
1.9649145E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
2.9228474E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
3.8808602E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
4.8401627E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
5.8000838E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
6.7578369E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
7.7205991E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
8.6752277E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
9.6323689E-02 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
1.0000000E-01 6.1214676E-13 6.3796836E-12 1.2912206E-12 1.0903974E-13 2.2473709E-14
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
136 Ape´ndices
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 12:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.1041662E-06 4.6874562E-06 2.5515979E-05 7.8125340E-05 1.0775318E-04
9.8076071E-03 2.1040287E-06 4.6870919E-06 2.5513640E-05 7.8112973E-05 1.0775318E-04
1.9649145E-02 2.1039804E-06 4.6869630E-06 2.5512763E-05 7.8106979E-05 1.0775318E-04
2.9228474E-02 2.1039614E-06 4.6869113E-06 2.5512385E-05 7.8103991E-05 1.0775318E-04
3.8808602E-02 2.1039557E-06 4.6868947E-06 2.5512233E-05 7.8102429E-05 1.0775318E-04
4.8401627E-02 2.1039571E-06 4.6868970E-06 2.5512203E-05 7.8101645E-05 1.0775318E-04
5.8000838E-02 2.1039626E-06 4.6869100E-06 2.5512242E-05 7.8101308E-05 1.0775318E-04
6.7578369E-02 2.1039705E-06 4.6869294E-06 2.5512322E-05 7.8101235E-05 1.0775318E-04
7.7205991E-02 2.1039799E-06 4.6869527E-06 2.5512428E-05 7.8101322E-05 1.0775318E-04
8.6752277E-02 2.1039902E-06 4.6869782E-06 2.5512548E-05 7.8101507E-05 1.0775318E-04
9.6323689E-02 2.1040010E-06 4.6870053E-06 2.5512677E-05 7.8101752E-05 1.0775318E-04
1.0000000E-01 2.1040052E-06 4.6870160E-06 2.5512729E-05 7.8101858E-05 1.0775318E-04
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 13:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.0028583E-02 1.0062074E-02 1.0155330E-02 1.0287783E-02 1.0341751E-02
9.8076071E-03 1.0028582E-02 1.0062072E-02 1.0155322E-02 1.0287746E-02 1.0341751E-02
1.9649145E-02 1.0028582E-02 1.0062071E-02 1.0155320E-02 1.0287728E-02 1.0341751E-02
2.9228474E-02 1.0028582E-02 1.0062071E-02 1.0155319E-02 1.0287719E-02 1.0341751E-02
3.8808602E-02 1.0028582E-02 1.0062071E-02 1.0155319E-02 1.0287714E-02 1.0341751E-02
4.8401627E-02 1.0028583E-02 1.0062071E-02 1.0155319E-02 1.0287711E-02 1.0341751E-02
5.8000838E-02 1.0028583E-02 1.0062072E-02 1.0155319E-02 1.0287710E-02 1.0341751E-02
6.7578369E-02 1.0028584E-02 1.0062072E-02 1.0155320E-02 1.0287710E-02 1.0341751E-02
7.7205991E-02 1.0028584E-02 1.0062073E-02 1.0155320E-02 1.0287711E-02 1.0341751E-02
8.6752277E-02 1.0028585E-02 1.0062073E-02 1.0155321E-02 1.0287711E-02 1.0341751E-02
9.6323689E-02 1.0028586E-02 1.0062074E-02 1.0155322E-02 1.0287712E-02 1.0341751E-02
1.0000000E-01 1.0028586E-02 1.0062074E-02 1.0155322E-02 1.0287712E-02 1.0341751E-02
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Ape´ndices 137
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 14:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
9.8076071E-03 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
1.9649145E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
2.9228474E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
3.8808602E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
4.8401627E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
5.8000838E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
6.7578369E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
7.7205991E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
8.6752277E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
9.6323689E-02 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
1.0000000E-01 1.0700935E-11 1.1807280E-11 1.1041490E-11 9.9533927E-12 9.3149409E-12
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 15:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.8796011E-05 4.5055075E-05 1.7167361E-04 1.6889220E-03 5.4103732E-03
9.8076071E-03 2.8794859E-05 4.5052883E-05 1.7165456E-04 1.6871982E-03 5.4103732E-03
1.9649145E-02 2.8794454E-05 4.5052108E-05 1.7164742E-04 1.6863633E-03 5.4103732E-03
2.9228474E-02 2.8794295E-05 4.5051797E-05 1.7164435E-04 1.6859472E-03 5.4103732E-03
3.8808602E-02 2.8794248E-05 4.5051698E-05 1.7164312E-04 1.6857298E-03 5.4103732E-03
4.8401627E-02 2.8794260E-05 4.5051712E-05 1.7164287E-04 1.6856207E-03 5.4103732E-03
5.8000838E-02 2.8794307E-05 4.5051792E-05 1.7164320E-04 1.6855738E-03 5.4103732E-03
6.7578369E-02 2.8794374E-05 4.5051909E-05 1.7164385E-04 1.6855636E-03 5.4103732E-03
7.7205991E-02 2.8794454E-05 4.5052051E-05 1.7164471E-04 1.6855758E-03 5.4103732E-03
8.6752277E-02 2.8794541E-05 4.5052205E-05 1.7164569E-04 1.6856014E-03 5.4103732E-03
9.6323689E-02 2.8794633E-05 4.5052370E-05 1.7164675E-04 1.6856356E-03 5.4103732E-03
1.0000000E-01 2.8794669E-05 4.5052434E-05 1.7164717E-04 1.6856503E-03 5.4103732E-03
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
138 Ape´ndices
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 16:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
9.8076071E-03 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
1.9649145E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
2.9228474E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
3.8808602E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
4.8401627E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
5.8000838E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
6.7578369E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
7.7205991E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
8.6752277E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
9.6323689E-02 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
1.0000000E-01 3.5973136E-10 3.7564592E-10 3.6472449E-10 3.4844966E-10 3.3843244E-10
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 17:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
9.8076071E-03 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
1.9649145E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
2.9228474E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
3.8808602E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
4.8401627E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
5.8000838E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
6.7578369E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
7.7205991E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
8.6752277E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
9.6323689E-02 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
1.0000000E-01 9.4068644E-12 8.6948559E-12 9.1740291E-12 9.9679387E-12 1.0510858E-11
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Ape´ndices 139
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 18:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
9.8076071E-03 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
1.9649145E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
2.9228474E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
3.8808602E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
4.8401627E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
5.8000838E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
6.7578369E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
7.7205991E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
8.6752277E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
9.6323689E-02 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
1.0000000E-01 4.1022327E-11 4.2168113E-11 4.1383761E-11 4.0198896E-11 3.9459596E-11
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 19:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
9.8076071E-03 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
1.9649145E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
2.9228474E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
3.8808602E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
4.8401627E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
5.8000838E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
6.7578369E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
7.7205991E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
8.6752277E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
9.6323689E-02 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
1.0000000E-01 2.3398621E-11 2.6227378E-11 2.4264602E-11 2.1513326E-11 1.9920946E-11
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
140 Ape´ndices
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 20:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
9.8076071E-03 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
1.9649145E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
2.9228474E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
3.8808602E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
4.8401627E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
5.8000838E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
6.7578369E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
7.7205991E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
8.6752277E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
9.6323689E-02 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
1.0000000E-01 2.1975925E-14 1.2867856E-14 1.8532360E-14 3.2586551E-14 4.6737085E-14
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 21:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
9.8076071E-03 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
1.9649145E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
2.9228474E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
3.8808602E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
4.8401627E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
5.8000838E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
6.7578369E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
7.7205991E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
8.6752277E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
9.6323689E-02 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
1.0000000E-01 5.4384881E-13 4.7386956E-13 5.2051091E-13 6.0187876E-13 6.6041429E-13
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Ape´ndices 141
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 22:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.3533885E-07 2.0533336E-07 1.3738059E-06 4.5279611E-06 5.1667743E-06
9.8076071E-03 1.3533566E-07 2.0532170E-07 1.3736184E-06 4.5273694E-06 5.1667743E-06
1.9649145E-02 1.3533454E-07 2.0531757E-07 1.3735481E-06 4.5270825E-06 5.1667743E-06
2.9228474E-02 1.3533410E-07 2.0531592E-07 1.3735178E-06 4.5269394E-06 5.1667743E-06
3.8808602E-02 1.3533396E-07 2.0531539E-07 1.3735057E-06 4.5268646E-06 5.1667743E-06
4.8401627E-02 1.3533400E-07 2.0531546E-07 1.3735032E-06 4.5268271E-06 5.1667743E-06
5.8000838E-02 1.3533412E-07 2.0531588E-07 1.3735064E-06 4.5268109E-06 5.1667743E-06
6.7578369E-02 1.3533431E-07 2.0531650E-07 1.3735128E-06 4.5268074E-06 5.1667743E-06
7.7205991E-02 1.3533453E-07 2.0531725E-07 1.3735213E-06 4.5268116E-06 5.1667743E-06
8.6752277E-02 1.3533476E-07 2.0531806E-07 1.3735309E-06 4.5268204E-06 5.1667743E-06
9.6323689E-02 1.3533501E-07 2.0531893E-07 1.3735413E-06 4.5268322E-06 5.1667743E-06
1.0000000E-01 1.3533511E-07 2.0531927E-07 1.3735454E-06 4.5268373E-06 5.1667743E-06
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
Constante cinetica de la reaccion 23:
t 10.000000 km 20.000000 km 30.000000 km 40.000000 km 50.000000 km
0.0000000E+00 1.5528157E-07 4.5528481E-07 4.2268272E-06 1.5021091E-05 1.8626967E-05
9.8076071E-03 1.5526685E-07 4.5523838E-07 4.2262836E-06 1.5019078E-05 1.8626967E-05
1.9649145E-02 1.5526168E-07 4.5522194E-07 4.2260798E-06 1.5018102E-05 1.8626967E-05
2.9228474E-02 1.5525964E-07 4.5521536E-07 4.2259921E-06 1.5017616E-05 1.8626967E-05
3.8808602E-02 1.5525903E-07 4.5521324E-07 4.2259568E-06 1.5017361E-05 1.8626967E-05
4.8401627E-02 1.5525918E-07 4.5521353E-07 4.2259498E-06 1.5017234E-05 1.8626967E-05
5.8000838E-02 1.5525977E-07 4.5521519E-07 4.2259589E-06 1.5017179E-05 1.8626967E-05
6.7578369E-02 1.5526061E-07 4.5521766E-07 4.2259775E-06 1.5017167E-05 1.8626967E-05
7.7205991E-02 1.5526162E-07 4.5522064E-07 4.2260021E-06 1.5017181E-05 1.8626967E-05
8.6752277E-02 1.5526271E-07 4.5522390E-07 4.2260299E-06 1.5017211E-05 1.8626967E-05
9.6323689E-02 1.5526387E-07 4.5522735E-07 4.2260601E-06 1.5017251E-05 1.8626967E-05
1.0000000E-01 1.5526433E-07 4.5522871E-07 4.2260721E-06 1.5017268E-05 1.8626967E-05
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.8076071E-03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.9649145E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
142 Ape´ndices
2.9228474E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3.8808602E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
4.8401627E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
5.8000838E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
6.7578369E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
7.7205991E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
8.6752277E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
9.6323689E-02 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
1.0000000E-01 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
H.2. Fichero obtenido de la reduccio´n a la VC - FN
Este es un ejemplo de fichero obtenido cuando se realiza el ca´lculo de la reduccio´n a la va-
riedad central y posterior co´mputo de la forma normal. Se presentan las diferentes etapas por
las que pasa el sistema hasta el sistema final, junto con los cambios de variable realizados.
Es evidente que esta no es la forma adecuada de organizar los datos si e´stos deben ser utili-
zados para ca´lculos posteriores, pero se adopta esta presentacio´n para poder ver co´modamente
la forma del sistema resultante, puesto que el programa no realiza ningu´n ca´lculo en base a estos
resultados.
Este es el sistema de ecuaciones estudiado:
Parte Real:
dx0/dt = +5.0000000000000e+005 -1.9000000000000e-013*x0*x4
dx1/dt = +6.0000000000000e+004 -6.9000000000000e-008*x1 +3.9000000000000e-003*x3
-7.9000000000000e-015*x1*x2 -1.5000000000000e-015*x1*x5
dx2/dt = +4.6134190000000e+004 +3.9000000000000e-003*x3 -7.9000000000000e-015*x1*x2
-9.6000000000000e-012*x2*x5
dx3/dt = -3.9000000000000e-003*x3 +7.9000000000000e-015*x1*x2 -1.3000000000000e-011*x3*x4
+9.6000000000000e-012*x2*x5
dx4/dt = +1.3800000000000e-007*x1 -1.9000000000000e-013*x0*x4 -1.3000000000000e-011*x3*x4
+1.5000000000000e-015*x1*x5 +9.6000000000000e-012*x2*x5
















Sistema tras realizar reescalado (punto anterior y t=1e6)
Parte Real:
dx0/dt = +7.4862572015783e+000 -7.4862572015783e+000*x0*x4
Ape´ndices 143
dx1/dt = +1.7778922958001e-001 -6.9000000000000e-002*x1 +1.0507253208374e+000*x3
-4.3333147904409e-001*x1*x2 -7.2618307137336e-001*x1*x5
dx2/dt = +8.4106537056569e+002 +6.4646028998619e+003*x3 -2.6660782608696e+003*x1*x2
-4.6475716567895e+003*x2*x5
dx3/dt = -3.9000000000000e+003*x3 +1.6084058647459e+003*x1*x2 -5.1221759800273e+002*x3*x4
+2.8038117332568e+003*x2*x5
dx4/dt = +1.1819898464261e+003*x1 -1.2689919333786e+004*x0*x4 -1.1819898464261e+003*x3*x4
+6.2198624421003e+003*x1*x5 +6.4700568916853e+003*x2*x5








Bifurcacion para FNO = 46134.190023








Con los valores propios:

















































Sistema en base de vectores propios:
Parte Real:
















































































Cambio de variable para la variedad central:
Parte Real:





x3*x4^3 -2.6686556909066e+002*x4^4 +9.5315423313561e+002*x3^5 -3.8285558753790e+003*
x3^4*x4 +4.5290740832046e+003*x3^3*x4^2 +4.5290740832056e+003*x3^2*x4^3
-3.8285558753797e+003*x3*x4^4 +9.5315423313568e+002*x4^5




x3*x4^3 +1.5354810388826e+002*x4^4 -9.7337198492506e+002*x3^5 +2.6749834606866e+003*
x3^4*x4 -7.2850142886529e+002*x3^3*x4^2 -7.2850142886675e+002*x3^2*x4^3
+2.6749834606872e+003*x3*x4^4 -9.7337198492514e+002*x4^5











































Sistema reducido a la variedad central:
Parte Real:
Ape´ndices 147


















































x3*x4^3 -3.4732973573761e+001*x4^4 -8.1290288407000e+002*x3^5 +5.5980484492275e+003*
x3^4*x4 -1.2873606901719e+004*x3^3*x4^2 +1.3169776482555e+004*x3^2*x4^3
-5.8277564316243e+003*x3*x4^4 +9.2435521304086e+002*x4^5








dx5/dt = +1.5643308870494e-010*x3^5 +1.0095391189680e-009*x3^4*x4 +1.7607817426324e-009*
x3^3*x4^2 -1.7753336578608e-009*x3^2*x4^3 -7.8216544352472e-010*x3*x4^4
-2.3464963305742e-010*x4^5









x4^4 +1.1382317665810e+002*x3^5 -8.2218526311454e+002*x3^4*x4 +2.2863484368938e+003*
x3^2*x4^3 -6.1643253034475e+002*x3*x4^4 +6.7594996572646e+001*x4^5











h3 = +8.3246773532710e-001*x3^2 +1.9740044647941e+000*x3*x4 -2.3155908556527e-001*x4^2
+2.8491674356115e-003*x3^3 -1.1640963676051e-001*x3*x4^2 -7.7699844001592e-002*x4^3
-1.1458448984090e+001*x3^4 +1.9736384511307e+002*x3^3*x4 +3.0012085497633e+002*x3^2*
x4^2 -1.5065483447637e+001*x3*x4^3 -4.3248208193526e+000*x4^4 -1.9780307158875e+001*
x3^5 -2.3565484053760e+002*x3^4*x4 -5.1123994655693e+002*x3^2*x4^3
+9.7780842698095e+001*x3*x4^4 +3.1471515114055e+000*x4^5
h4 = +2.3155908556526e-001*x3^2 -1.9740044647941e+000*x3*x4 -8.3246773532710e-001*x4^2
+7.7699844001628e-002*x3^3 +1.1640963676010e-001*x3^2*x4 -2.8491674355376e-003*x4^3
+4.3248208193527e+000*x3^4 +1.5065483447637e+001*x3^3*x4 -3.0012085497633e+002*x3^2*




































dx4/dt = +7.9170431565920e+000*x4 -1.5860357302523e+002*x3*x4^2 -8.9746736254365e-011*x3^3*x4
-1.0641232368525e-010*x3^2*x4^2 -6.0091966919612e-011*x3*x4^3 -1.9292123454306e-011*
x4^4 -1.3261046494582e-011*x3*x4^2*x5 +1.3885583789844e-011*x1*x3^4
+3.2369926776733e-011*x3^5 +1.9335370821548e-011*x0*x3^3*x4 -1.0843974860229e-010*
x1*x3^3*x4 -3.8026590997214e-011*x2*x3^3*x4 -1.3373219744093e-010*x3^4*x4
-3.9762821276666e-011*x0*x3^2*x4^2 +8.2852680363401e-011*x1*x3^2*x4^2
+1.9310784379789e-011*x2*x3^2*x4^2 -1.8189894035459e-010*x3^3*x4^2
+1.6449838678308e-011*x1*x3*x4^3 +2.7286653513760e+004*x3^2*x4^3
-2.3174044399407e-011*x1*x4^4 -6.7356712325625e-011*x3*x4^4 -1.4551915228367e-011*
x4^5 +1.6054788784413e-011*x3^4*x5 -1.2818770978911e-010*x3^3*x4*x5
+1.1272259653352e-010*x3^2*x4^2*x5 +4.7519856804228e-011*x3*x4^3*x5
-2.4252059571112e-011*x4^4*x5
